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�� ���� ��� ������ ��� ������� ������ ���	 ����������� ��	����� ������� ��� ����
�������� ��� ���� ��� ��������� ������� ������� ��������	�� ��� ������ ����
���
��������� ��	 ���� ��� ������� ������	���� �� ����� �������� ��� ������� ��������	�
!� ��� ���"����� #����	�� ��� ��	 �� �$�	��� ��� �	���� �� �
 ���������� � %����
���������  ���� ����� �������� ���� ��� ������� ��������	� ������� ��������	 ���"����
� ��"������������ ����� %���� �	���"�� ��������������� &������ �� �$�	���� ���	
�#�'�( ���� ���� ���� 	����� ��	 ���� ���� )�������� ���	  ��� 	������ �������
��� �����������
 ���������	� ���� ����"����� 	������ �� ����� �� ������� �
 �������
���� �� "������ ����������� �� ������� ��������	 ����������� *� ���� ������� �� �����
���������� �� ��� ������� ��������	 �� ����
 ��� �
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��� ������ ����� ��������� ��� ���"����� +������ ��� ��	� *� �������� ��� ��� �
��	 ���� � "������ ����� �� "���� ��� ����������� ����� �� � ���
 �$����
 ���� ��� �� ��	�
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 ���,��� ������ ��� ���������� ������ ���
���� �� �� 	���	��� ��� ���"����� "������-� ���,� � ��� ��� ��	 ��� ���"����� +������
��� ��	 �� ���� ��	���� �� ��� ���"����� #����	�� ��� ��	 ���� � ��.������ ����
��� ���"����� "�������� ������ ��� "���� �� ������ ��� ��� /
 �"��  �������� �� ��� ���
�
������� "������� ��"� �� �� ������ ����� � �������� ���� 	���� ���� ��� 0��������
���������� ��,� ����� �� 0�������� �#�� ��� �	����� �� �� ���� ����� ��� ������  �����
	��,� ��� ��	 ���� ���	 ����� ���� ��������� 	��� ����� ������� 	��� �� ������ ��
1����� (������� ��� +����� ��� ��� ��������� �� 	������ ����� ���	 �#�'�(� *�
��	����� ��� 	������ ��� ���"��� ��� ���"����� +������ ��� ��	� �� ��� ������ �����
��� 1���� ��������	 �����������
 ���������	� ��� 2�3"� ��������	 ��� ���"��� ���
�+��
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����4� �����"4� � ��"��"� ����4��� ������,� �������	�� ���������4� ��������� �,��
��� �� ����� ��"�� � ��,������ ��,���� �� ������,��� �������	�� 2� ��� ��	� ���
��"�,��� �����,� 7����� ���"����� #����	�� ��� ��	8� �	� ����5�"��� "���" �� �
��������4� %���� ��"�����5���� ��,������ ��,���� " ������,� ��������	� ������,� �����
����	 ������"�4� �������,��� 7����� ��"�����������8 � 	����	 ,� %���� �� ��46� ,������"
7����� ��������������8� &�������� ���	���" �� �#�'�( ,�9�4� �� ��� �� 	�����
����9�4� �� �� ��������� � �� 	���� �� ������ ���,�6� "��,� ����	���� 	������ +
������ �	� ����� ��� �� ��������4� ��� �����5��� ������,�� ������,�� �������4 �������	��
���" ��,� �	� �����,�6���� ,����� �������4� ������,��� �������	� 4� ����� �� �� �����
������� :� ��������4� �	� ��"���� ��� ��,�4�5���� ��5����� �� ,��5��� �������4��� ��
,����� �� 4� ,����4� ��,������ �� �� ��4 ��46��

;����� �����"4� � ��"��"� ��� ��	 ����4�5��� � ��,�"���� 7����� ���"����� +����
��� ��� ��	8� ��� ��	 �������� ,� �� � ��,�"���� 9��� �������� "�� ����	�"� ��,���4�
" 	���� �����,� ��,��� �� �� �� ������ "����� " ������ <��4 4� �	��46��� �������
����4�5��� � ��,�"�����

��� ��	 ����4�5��� � ��,�"���� 4� �����4�� �� ��� ��	� ����"�,��� �����,� � ���
5�	�� "��4� ���"���� �� � ��,�"���� �� ��� ��	� 	�� ���	�� ,� 4�� 4� 	�9�� ����������
�� ��	���� �� �� 0",����,� ������4� 7����� 0�������� ��������8� ,�� 4�� �����	�
" 0",����,�	 �#�� " ��6�	 ���	��� ����5��� ! ��,�"���� ����� �4�4� ������4����
���� �� � 	�54� �� ��6��� ,� �� �����5�� ������ �� �	�4��"� ����5�4� ��9� ��"���"� ,�
��"���4�4� "����65� " ������ =� ��������4� �	� ����� ��� ���	��� ��� ��	� ����4�5���
� ��,�"����� ,� �	� 4�� �������� �� ������� �������5��� ��	�4�"���" �� 	���� 1�����
(������ �� (����,� ��� �"�� ����	��4���� ���	���" �� �#�'�(� =� ��6�"��4� ��� �
��	� ����4�5��� � ��,�"���� �	� ���	��4��� �"� 	������ + "��� ���������� ���	����
��� ��	� ����4�5��� � ��,�"����� ��������	 ,���� � 5���� ���,�6� ���"�� ��������	�
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%����%���� *������ ��� ����������) ������ )���) �#�� )# ��� %���������
L�#�� �� �#� %��� �� ���M & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & GI

G&? ��%# ���� �� �#� )��(# ��(������� �� ��*�����$ ��� �� �� +����%�� ����
� ���)!� ��� �#�� ��� ��*������!$ �����%����%���& �#� ��)�� ��(������
L��*������!$ ���$M %����%����� �� ��#�� � %# ����& ����� �#�� S′, S′′ ⊂
S ��� X ′,X ′′ ⊂ X& & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & GI
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@ �!�$�,8���#�!! & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & @D
? ������� ���)#*� � & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & @E
B 	�������� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & @E
G ��%�! ����%# & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & @I
D ��� !���� �����!��) & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & ??
A �+�! ������$ �!)����#�� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & ?G
E ������% �!)����#� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & ?G
I 
$*��� ������% �!)����#� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & ?E
J ������� ������% �!)����#� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & BG
@F ��C+� �!)����#� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & GB
@@ 0�(�� �!)����#� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & GG
@? �!�$�,8���#�!! & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & & GG
@B ���(��� �!�$�,8���#�!! �!)����#� & & & & & & & & & & & & & & & & & & & GD
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B&@ ��+� ��%#��K �� ��� ��!+��) � %!����� ��� & & & & & & & & & & & & & & & BA
B&? ������! �������) �� � ������% �!)����#� & & & & & & & & & & & & & & & & BJ

G&@ ��� ��%#��K �� ��� ��!+��) �#� ���+�!��) ������� ���*!�� & & & & & & & GE
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	 ����+�� �� 0�(��� ���� ��!)����� �� (���)��� ��� �� ���� �� %��( ��� �%���%��
�� ?FFE& 	��������!$� 	 #�� ��  �)� �� �%K ���� �$��!� ���# �#� %��$ �� �#�%# 	 ���
�� !�+� ��� �#� ��-� �� � $����& 	 ��� ����� *$ �#� %��$ %����� ���# ��� � ���� � �����
, �-�%�!$ DD �� �#�� ���� !����� �� �#� �N%��! �� ���� ��( �� 0�(��& ���%� ��%����!
�� ���� ���� �-#� ����)� 	 ��� ��� #�+� � %# �(��� ���� �� ���� �#� ������� �� 0�(��&
�� 	 *�)�� �� ������ �#��#�� 	 %� !� ��+��� � ��$ �� �(����2��) �#� �� � �#�� )#
�#� %��$� *$ +������) �!! ����� �� �� ��� ���(� �� (����*!�& 8� ����� �#� (��*!�� �#�
���"����� +������ ��� ��	 L���M&

��� ������	
� �	
	��� �������

�#� ���+�!��) ������� ���*!�� �� � +������ �� �#� ���"����� #����	�� ��� ��	�
L���M OD� DB� DI� A@� AG� AE� EB� JF� JEP� ���# � ��Q����%� �#�� �#� ���+�!��) +��������
� ���) �#��� +���� �� ������ %�� ��� R$ �+�� �#� * �!���)� �� �#� %��$� ������� +�������
� �� )� ��� �� �#��� �*���%!��& �#�� ��Q����%� �� ������������ �� ��) �� @&@& �#��
����� �#�� �#� � %!����� ������%�� ODD� @@FP� �� �� "��� �#�� �� �#� � %!�����
���� ��� �� �#�� %��� ��(����*!� L����%� ��)� ���� i �� j �� ��) �� @&@M& ��������  ��
�#� ��!"��) (��#� ��� (��������� 2���� �� +����*!� !��)�#& �#��� !����� ���������
�#� ���)#� �� ��)�� %����%���) �#� +����%�� �� �#� )��(#&

�����!!$� �#� ���+�!��) ������� ���*!�� �� ������ ��; )�+�� � %����%���� ���)#���

k

ij

m

��) �� @&@; ��� ��� ���
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)��(# G = (V,E, c)� ���# � ��� �� +����%�� V = S ∪X ��� S ∩X = ∅� S *�!��)� ��
����������) ����� �� � %��$� X *�!��)� �� %��������� �� � %��$ � � ��� �� ��)�� E� ��� �
%��� �� ���+�!��) c& �#� )��! �� �� 4�� �#� �#������ %!���� ��!" �#�� )# �!! +����%��
�� S� �%%�����) �� c �� )��(# G� �!�#� )# �� ��$ ��!" �#�� )# +����%�� ���� X&


#�(��� ? ������ %�� �#� *���% %��%�(�� �� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ���
��!���� (��*!���& � ��#������ �#� �!)����#�� ��� ��!+��) ��� ��� ���%��*��& �#��
%#�(���� (��+���� �#� "���!��)� ��%�����$ ��� � ��#�� %#�(���� �� �#� ������������ ��
*�%���  ����������*!� �� �#� *���� ���)� �� �������&

��� ������	
� ����
��
 �������

	� �#� ���!$ BFS� �� �#� ?F�# %��� �$� �#� � ������ ���#�����%��� 0��! ���)��
%#�!!��)�� �#� ������%# %��� ���$ �� �#�� ���� �� %�������� ���� �#� ���#�����%�!
(���� �� +���� �#� ��!!����) (��*!��; � ���+�!��) ��!����� #�� �� +���� �-�%�!$ ��%�
��%# ��� �� � !��� �� n %����� ��� �#�� ��� �� �� �#� #��� %��$& 
� "���� �#� %��� ��
���+�!��) ���� ��$ %��$ i �� ��$ ��#�� %��$ j& �# �� �#� K ������ �� �#�%# �� �#� �� �
�� !���� (����*!� %��� �#� ��!����� %�� ��"� OJIP&

�#� ������%� �� �#� ��� �� �����!!$ ��4��� �� �#� %��(!��� )��(# G� ���# �#�
��� �� +����%�� V = {v1, v2, ..., vn}� ��� ���� ����)�� n ��� *$ � %��� � �%���� ����)���)
� %��� ci,j �� �#� ��)� (vi, vj) ��� ��$ i ��� j �� G&

��� %�� *� +����� �!�� �� � (��� ������ (��*!��& ��� Pn *� � ��� �� �!! (��� ��,
����� �� �#� ��� {1, 2, ..., n}& �#�� �#� ���+�!��) ��!����� )��! �� �� 4�� � (��� ������
π = (π(1), π(2), ..., π(n)) �� Pn� �#�� ������2�� �#� K �����$

n−1∑
i=1

d(cπ(i), cπ(i+1)) + d(cπ(n), cπ(1)). L@&@M

�#�� K �����$ �� �������� �� �� �#� �� � !��)�# ���%� �� �� �#� !��)�# �� �#� �� � � ��!��,
��� �� !� ��"� �#�� +������) �#� %����� �� �#� ����� �(�%�4�� *$ �#� (��� ������
π� ��� ����) �� �#� ��� �� �#� ������! %��$&

��� �� ��� �� �#� ���� ��(������ ��(���������+�� �� � !��)� %!��� �� (��*!���
"���� �� %��*��������! �(����2����� (��*!��� OADP& ���%� �#� ��� *�!��)� �� �
%!��� �� 2������ (��*!��� OEGP� �� �N%���� �!)����#� ��� ��� (��*�*!$ ���� ���
�-���& ���� �%% ����!$� � %# �� �!)����#� �-���� �� ��� ��!$ �� �#� ��� %��( �������!
%!����� P ��� NP %���%���& ���� � (��%��%�! (���� �� +���� �� ����� �#�� �� )�����!
�� �� K ��� ��(����*!� �� 4�� �� �-�%� ��! ���� ��� ��$ ��� ������%� ���# n ������
�#�� #�� � *�#�+�� � %��������*!$ *����� �#�� �#� �!)����#� �#�%# %��( ��� �!! ��
�#� (n− 1)! (����*!� ������%� �� ��� ��� �#�� ��� ��� �#� !���� %���!$ ���&

	� �� ��� !��"��) ��� �((!�%������� � ��Q����� �((���%# %�� *�  ���& ��+�� � ���
������%� ���# n ������ ��$ �� � (�����) ��%� �#�� )# �!! %����� �� � �����*!� ��! ����
�!)����#�� �#�� %����� %� �� (�!$�����! ���� ���# ���(�%� �� n �����*!� ��! ����� ���
%�!!�� #� �����%� O@?�@@IP& 	� )�����!� �#��� �!)����#�� (��� %� ��! ����� * � ���#� �
��$ K �!��$ ) ������� �� �� #�� ��� �� �#��� %��� ���� �#� �(����!&

�#��� �-��� ��� +������� �� ���; �#� �$������% ��� ��� �#� ��$������% ���&
	� �#� �$������% ����� "���� �� �#� ���� OE@�E?�J@�JDP� �#� %��� ������%� *������
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����� i ��� j �� �K �! �� �#� %��� ������%� *������ ����� j ��� i (cij = cji)& 	�
�#� %��� �� ��$������% ��� L����M O@G� @A� @I� ?GP� �#��� �� �� � %# �$�����$&
	� ��������� �#��� ��� ���$ ��Q����� +��������� �� ��� �#�%# ��� ���%��*�� ���
�-(!���� �� �#� !������ �� ��� �!�� � +��������� ����+�� ���� �+��$��$ !���& ���� �#�
������������ (���� �� +���� �#� ���� ��(������ �((!�%������ �� �#� ��� �� ���� ��
�#� !������ ��� ��� �� ���� �����!� (�������� �� 
#�(��� ?&

����� ���(� �� ��!+��) �#� ��� ���� %������ �� �-�%� ���#��� ��� #� �����%�& �-,
�%� ���#��� !�"� % ����) (!���� O@@?P ��� *���%# ��� *� �� O?E�@@?P� %�� �(����!!$
��!+� ��!���+�!$ ���!! (��*!��� L��(�����) �� �#� ��2� �� nM� �#�!� ���#��� � %#
�� ��Q����� +������� �� ���,0����)#�� �!)����#� OA� GD� AI� EEP� ��� 
��%���� �!)�,
���#� OBTDP ��� )��� ��� !��)�� (��*!���& � ��#������� ���� �!)����#�� *���� ��
)����$ (���%�(!�� � %# �� ������� ���)#*� � OA@P� ��� �(�����) ���� OAEP %�� *� �!��
 ��� ��� ��!+��) � ���& �#� �*�+�,��������� ���#��� ��� ��!+��) ��� ��� !� �� �-,
(�������! %��( �������! %��(!�-�����& ��� �#�� ������ � ��� ���#��� ��� ��K ����
�� �+��%��� �#�� �#���%����)& �#��� ��� ���#��� ��%! �� ��Q����� "���� �� #� �����%
��%#��K ��� ��� �� *���� �(����2����� �!)����#��� ��%& ����� � %���� ��� ��� ��� ��!
�$������ ��+�!�(�� �� ��� ��� ��� ����������) ��� +�! �*!� �� �%�� �� ���(������� ���
�-(!����) ��� %������) ��� ���#��� ��� ��!+��) � ��� ��� +��������� �� ���& ���
 � %� �� �#� ���� ��(������ �� �#��& �+�! ������$ �!)����#�� OJJ� @FG� @?B� @B?P�
������% �!)����#�� OG?� GJ� DF� @F@� @FE� @@G� @??� @?A� @BF� @B@� @BD� @BAP� ������% �!,
)����#�� OAF�IDTIE�@F?�@@FP� ��� !���� �����!��) OI?P� ��� �$����� OBIP ��� 4��!!$
������� ������% �!)����#�� OBGP� OBEP� OBDP� OBAP& �#� !����� �� � �$(� �� #$*��� )�����%
�!)����#�� OG?�AA�J?�@BDP ��� �#�$ ��!! *� ���%��*�� ��� ������������ �� �#� �#����&

�#� 4��� ��(�% �� �#� �#����� (�������� �� 
#�(��� B� ���!� ���# �#� #� �����%
���#�� %�!!�� �#� ������� ������% �!)����#�� �#�� )# �#�%# �� ��!+� �#� ���+�!��)
��!����� ���*!��& 	� �#�� %#�(��� �#� ��� �� �� �#�� �#� K �!��$ �� �#� ��! ���� ���
�#� � ����) ���� �� �#� )������ )�����% �!)����#� �#�� �� �� �((!��� �� �#� ������%��
�� �#� (��*!��� �� �$������% ��� �#�%# ��� �+��!�*!� �� �#� 	�������&

�#� ��%��� ��(�% �� �#� �#����� (�������� �� 
#�(��� G� �!�*������ �#� ���+�!��)
������� ���*!��& �#�� %#�(��� ���%��*�� � (��*!�� ��� �-��(!�� �� ���! %����� ���
4��!!$ ��!+�� �#� ������%�� �� �#� (��*!�� *$  ���) ��� ���#���&

��� ��
����� ������	��


������%# �*'�%��+� �� �#� �#���� �� �� (��+� �#� ��!!����) #$(��#���� @ ��� ?&
������ �� #$(��#���� @ ��� �#� #$(��#���� ? ��� �� �#� 
#�(��� B ��� 
#�(��� G�
���(�%��+�!$&

• 
$(��#���� @; �#� ���#�� ��� ��!+��) �� ��� �#�� �� ���� �� ��� ����(��,
���� ���#���� )�����% �!)����#� ��� ?,�(� #� �����%� � �(������� ��%# �� �#�
%��*���� ���#��� �� ����� �� �#� K �!��$ �� ��! ����&

• 
$(��#���� ?; �#� K �!��$ �� ��! ���� �� � �(�%��! ���#�� �� �#� (��*!�� ��
� ���+�!��) +������ (��*!��� � �(������� �!)����#�� ��� ��!+��) )�����! ���
(��*!�� �#�� �#�$ ���  ��� ��� ��!+��) ���+�!��) +������ (��*!��&
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�����* ����� �� �#� �%���%� %������ �� �#� ��!!����) ��� !��;

• 
����� %���� �� �#� )������ )�����% �!)����#� ��� ��!+��) �#� ���+�!��) ��!�����
(��*!��&

• ����4%����� �#�� �#� ���+�!��) ��!����� (��*!�� %�� *� � %%���� !!$ ��!+��
 ���) �#� )������ )�����% �!)����#�&

• 
����� %���� �� �#� �(�%��! ���#�� ��� ��!+��) �#� ���+�!��) +������ (��*!��&

• 
����� %���� �� �#� ���! %��� ������%�� �� �#� ���+�!��) +������ (��*!�� ��� %�����
�� 0�(��� ��!)���� ��� ����%�&

• ����4%����� �#�� �!! ������%�� �� �#� ���+�!��) +������ (��*!��� �#�%# ��� ��!+��
 ���) �#� �(�%��! ���#��� ��(������ � +��$ �������%���$ ��! ����&

�#� ��� !�� �� �#� �#���� ��(������� �#� %�����* ���� �� *���)��) �#� )�( *������
�#������%�! %��( ��� �%���%� ��� ��� �((!�%����� �� (��%��%�& �!�� �� *�����  ����,
�������) ��� ����!��) �� ���! (��*!��� �� �#� �%����$� ��(�������� �� �#� ��,#���
(��*!��� ���� )��(# �#���$ �� ��!! �� � %�����* ���� �� �#� �(����2����� ���#���
��� ��!+��) �#��� #��� (��*!���&

�#� ��� !�� �� �#�� �#� �#���� ��� ( *!��#�� �� �#� ��!!����) ����%!��;

• �& �'���'�+�%� 	�R ��%� �� �������) � 
$*��� ����%#�� 	��� �#� �+�! ������$
�!)����#�� ����������� �� ��� >?�� ������������� 0��������������� ��� <�	�����
#������ <���������� ��������� #��"���� L?FFIM� @@DT@@I&

• �& �'���'�+�%� ��� �& � *�� ��� �& �'���'�+�%� 	�(�%� �� �������) � ?,�(�
�!)����#� ����� ��%�! ����%#�� 	��� �#� ������% �!)����#�� ����������� ��
��� @�� *#0�# ������������� ���������� �� ������� �����	����� ��� ��		��
���������� ��< %AA@� B������ &����� L?FFJM� GIDTGJF&

• �& �'���'�+�%� ��� �& ������"� H ��������+� ���!$��� �� ��(����� ��� 
��,
*���� ���������%� �� ��%�! ����%#�� ��� ������% �!)����#�� (��, �� � ������
�� ������������� <��������� �� !��������� &�������� !& %A>>� =������ #�������
���� L?F@@M� @BF&

• �& �'���'�+�%� ��� �& ������"� H ��������+� ���!$��� �� ��(����� ��� 
��,
*���� ���������%� �� ��%�! ����%#�� ��� ������% �!)����#�� ����������� ��
��� CC�� ������������� <��������� �� �����	����� ���������
 ����������� ���
%A>>� �� ��"��,� <������ L?F@@M� D@DTD?F&

• �& �'���'�+�%� �& ������" ��� �& ��) ��+�%� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
��� 0�(�� �!)����#� ��� ��!+��) 	�� �%%�(��� *$ %D�� <��������� �� 0�������
<������ �� <�	 ��������� !���	�������� 0<<!%A>%� �����
�� ���,�
&

• �& �'���'�+�%� �& ������" ��� �& ��) ��+�%� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
��� �!)����#�� ��� ��!+��) 	�� �%%�(��� *$ C�� #������ <��������� �� !�����
������ &�������� #<!& %A>%� 2��������	� E1&
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	� �#�� %#�(��� �� ������ %� �#� *���% %��%�(�� �� �(����2����� ��� ��!���� %��,
*��������! (��*!���& ����) �#��� (��*!���� (��*�*!$ *��� "���� �� �#� ���+�!��)
��!����� ���*!�� OD�DB�DI�A@�A?�AG�AE�EB�JF�JEP� �#�%# �� ���%��*� �� �#�� ��%����
�� ���� �����!& 8� �!! ������ �#� %��( �������! (��(������ �� �#� ���+�!��) ��!�����
���*!�� �#�%# �� %!���!$ ��!���� �� ���$ �(����2����� (��*!��� ������) �� ���! ���!�
�((!�%������& 8� ��4�� ���� )��(# �#������%�! �((���%#��� �#�%# %�� *� �((!���
�#�� �����(���) �� ��%"!� ���+�!��) ��!����� !�"� (��*!���& ���+�!��) ��!�����
���*!�� %�� *� ������ �� ��!!���& 	�%! ���) #�� #��� ����� � ��!����� ����� ��
+���� n %����� ��� �#�� ��� �� #���& �#� 4���# !��� �� �� 4�� � �� � +������) ��%# %��$
�-�%�!$ ��%� �#�!� ���������) �#� ����! ������%� ���+�!��& �#� (��*!�� �� 4����) �
������! �� � �� �K �+�!��� �� 4����) �� �(����! �������) �� �#� ��� �� %�����& �#�
��� �� %����K ���!$ ����� ���� !���� �� � (��� ������ (��*!��& ��+�� � ��� �� n
%����� {c1, c2, ..., cn} ��� ��� ��%# (��� �� %����� (ci, cj) � ������%� d(ci, cj)& �#� )��!
�� �#�� �� 4�� � (��� ������ π �� �#� %����� �#�%# ��������� �#� !��)�# �� �#� �� �
)�+�� *$;

n−1∑
i=1

d(cπ(i), cπ(i+1)) + d(cπ(n), cπ(1)). L?&@M

�� ��������� *������ �#� ��� #�� �����%��� �#� ��% � �� ������%#��� ��� ��%����&
�%%�����) �� � � �+�$ �� �#� #�����$ �� %��*��������! �(����2����� *$ O@?@P� �#� ���
��� ���� !���� �� ���!$ �� @IB? �� � ������ ��� �! ��� �#� � %%���� ! ���+�!��)
��!����� *����� �� ��� (�������� �� � ������%# (��*!�� *$ ���)�� �� �#� @JBFS�&
���%� �#��� �#� ���� ���(!�%��$ �� �#� ��� #��� ��� �#� ��R�% !�$ �� 4����) �(����!
��! ����� �� �#� ��#�� #�� �N���� �� �� � ���� *�� ��� ��� #� �����%� ��� �-�%�
�!)����#��& � �� �#� (��*!�� �� ��� ��!$ � �#������%�! �#��) �� �#��� ��� ���$ ���!
!��� �((!�%������ �� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ��� ��� +������� OEA� @@@P ����
�� �#�%# �� ��!! ���%��*� !���� �� �#�� %#�(���& ���  � ��� ������ %� �#� ���+�!��)
��!����� ���*!�� �� ���#�����%�! ����� �� �� ����)�� (��)������) (��*!��& ��"�
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 ( +����*!�� xi,j �#�%# ��� ���#�� �K �+�!��� �� ��� �� �#� %��$ j �� �����)#�!$ +������
����� %��$ i �� 2��� ��#������& �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ��$ *� ����*!��#��
�� �� ����)�� (��)��� OI@P �� ��!!���;

��������
n∑

i=1

n∑
j=1

d(ci, cj)xi,j,

� *'�%� ��
n∑

i=1

xi,j = 1,∀j = 1, 2, ..., n,

n∑
j=1

xi,j = 1,∀i = 1, 2, ..., n,

∑
i∈I

∑
j /∈I

xi,j ≥ 1, I ⊂ {1, 2, ..., n} ���# 1 < |I| < n,

��� xi,j ∈ {0, 1} ,∀i, j = 1, 2, ..., n,

L?&?M


���� � � )��! �� �� )�+� �#� � � �� �!! %��*������� +����*!�� xi,j ���)#��� *$ �#�
!��)�#� *������ �#� %�����& �#�� � �%���� �� � *'�%� �� � � �*�� �� %����������& �#�
%���������� ������ 4��� ��� ��%��� ��R�%� ��%# %��$ �� *� +������ �-�%�!$ ��%� �� �
(��� �� �#� �� �& �#� %���������� ������� �#��� ��� �#� �� %�!!�� � *,�� � �+�����%�
%���������� �#�%# ��� ������ �� ) ������� �#�� �#� ��! ���� ��(������� � %����%���
�� �& �#� (����������� �� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� �� �� ����)�� (��)���
�#��� �*�+� �� ���  ��K �U �#��� ��� +���� � ��(������������� ��� ��� �-��(!� O@FJP&
	� �#� ��-� � *��%����� �� ��!! (������ ���� ��(������ ������� ��� �(����2�����
(��*!��� ��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!��� ��)��#�� ���# � ��+��� �� (��*!���
����!�� �� �#� ���&

����� ����� �����������	��

���+�!��) ��!����� ���*!�� �� ��������!$ ��(�������� ��� %��������� �� � )��(#
�#������%�! (��*!�� OEA�I@P& �#�� ��(����������� �� � ���*!� *�%� �� ���$ �!)����#��
��� �#� ��� ��� ����*!��#�� �� )��(# �#������%�! %��%�(��& 
���� 	 (������ ���� )��(#
�#������%�! ��4������� ������ �� ��(������ �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� �� )��(#
�#������%�! �����&

��  �����%��� )��(# G = (V,E) %������� �� � 4���� ��� �� +����%�� L�� �����M V
��� � 4���� ��� �� ��)�� E& ��%# ��)� e ∈ E %�����(��� �� � ��� e = {u, v} �� ���
+����%�� u, v ∈ V & �� ��)� e = {u, v} �� �������� �� +����%�� u ��� v ��� �#� � �*��
�� ��)�� ��%����� �� � +����- �� �#� ������ �� �#� +����-& 	� �#� ��� ����� �#��� �#���
�-���� �� ��)� e = {u, v} *������ ��%# (��� u, v ∈ V �� �(��" �� � ��	����� �����&

���� ���� %��%�(�� �� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ��!! *� (��������& 	�
P = ({u1, u2} , {u2, u3} , ..., {uk−1, uk})� �#��� {ui, ui+1} ∈ E� �#�� P �� %�!!�� �
���,& 	� � ��#�� ui 	= uj ��� �!! i 	= j �� �� %�!!�� � ����& � %!���� (��#� �#���
P = ({u1, u2} , {u2, u3} , ..., {uk, u1})� �&�& � (��# (! � �#� ��)� ��� ����) �� �#� +����-
�� ������� ����� �� �������� �� �� � �
���& ���(#� ��� ����� %!����4�� �%%�����) �� �#���
(��(������& ��� �#� ��� ��� ��(������ %!����� ��� �#� 0������� ��� �#� :�	��������
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������& � )��(# �� %�!!�� 0������� �� �� %������� �� 0������� ����� �#�%# �� � %!����
��!" ���+�����) �+��$ ��)� �� �#� V & ����!��!$ � )��(# �� %�!!�� :�	�������� �� �#���
�-���� � %$%!� �� G +������) �+��$ +����- �� �#� )��(#� �#�� %$%!� �� %�!!�� � :�	��������
<
���& ��� ���$ �((!�%������ �� �#� ��� �� �� ����#$ �� ���� �� �#� K �!����� ��
� ��!"� (��# �� �� � �� %��(������ �� ��#��� ��� ������� ��� ����%����� ���# ��%#
��)� �� �#� )��(#& ��+�� � %# � )��(# �� �(��" �#�� �� � �������� �����& ���%� �
��!"� (��# �� �� � %�� *� ���%��*�� *$ �#� ��� �� ��)�� ���+������ P � ��� K �!��$ %��
*� +�! ���� *$ � ���)#� �� %��� � �%���� c : P −→ Q ��((��) ��)� ��� P ���� �#� ���
�� �#� �������! � �*��� Q& ��� ci,j ����� �#� ���)#� �� ��)� {i, j}� �#�� �#� ���)#�
�� �� ��)� ��� P �� �#�� �(�%�4�� �� �#� � � �+�� �!! �#� ��)�� �� P ;

∑
{i,j}∈P

ci,j. L?&BM

��� � �� � �� � (��# �#� � � �� ���)#�� �� ��� ��)�� �� %�����!$ �(�%�4�� �� ��
��� ������& ���  � ��� ��������� �#� �$������% ��� L����M OE@� E?� J@� JDP& 	� �#�
���� �#� ������%� *������ ����� i ��� j �� �K �! �� �#� ������%� *������ ����� j
��� i& �� ������%� �� � ��� %�� *� ���� �� � %��(!��� )��(# G = (V,E) �#��� �#�
��� �� +����%�� V �� )�+�� *$ �#� %����� ��� ��)�� �� �#� )��(# ���# %�����(�����)
��)� ���)#�� ci,j ��� )�+�� *$ �#� ������%�� *������ %�����& �#� ���+�!��) ��!�����
���*!�� �� �#�� �K �! �� �#� (��*!�� �� 4����) � 
���!������ �� � �� ������!
!��)�# �� �#� )��(# G& ��� ���$ �((!�%������ �� ��  ��� ! �� %����!��� � ����%����
�� �#� ��)�� �� � )��(#& ��%� �� �#� ���)#�� *������ +����%�� ��� ��� ��%�����$
�$������%� �&�& ci,j 	= cj,i� ��� ���� ��)�� �� G& �#�� "��� �� )��(# �� %�!!�� ��������
����� �� ������� ��� ��� ��)�� ��� ������� ?,� (!�� �� +����%���  � �!!$ �������� �� ��
����& ��� ��%� �� #�+� �� ������) ��# *������ �#� ��%� !�����) �� ��� !�����) ���� �
+����-& �#� %��%�(�� �� � �����2�� �*�+� ��� (��#� ��!"� �� �� 
���!������ ���
� !����� �� � %�� *� ����4�� ����!$ �� ��"� �#� ����%����� �� �#� ��)�� ���� �%%� ��&
�#� ��$������% ���+�!��) ��!����� (��*!�� L����M O@G� @A� @I� ?GP �� �#�� ����!��
�� �#� �$������% ��� �*�+�� �&�& �� �� �#� (��*!�� �� 4����) � 
���!������ �� �
�� ������! !��)�# �� � %��(!��� ��)��(#M& �#� 0�������� �#�� �� (!���� ���� ��
�#� ��� ���# �#� ������%� *���) �#� �������$ 0�������� ��������& �#� � %!�����
��� ODD� @@FP �� �#�� � (����% !�� %��� �� �#� �����% ���� ���%� ������%�� �� � (!���
�*�$ �#� �����)!� ���K �!��$&

����� ��������	���� 
����� 	�!

�� ��� ��������� �� �#� ����� �� �#�� ��%���� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!��
�� � +��$ #��� %��*��������! �(����2����� (��*!��& 	� ����� �� �+�! ��� �!)����#��
�%%�����) �� �#��� %��( �������! ��K �������� �#� �#���$ �� <�	���������� <�	�
���$��
 #�� *��� ��+�!�(��& 	������!!$� �#� %��( �������! %��(!�-��$ ���!� ���# �#�
� �*�� �� %��( �������! ���(� �� �!)����#� ����� �� ��!+� �� ������%� �� � (��*!��
�� ��2� n& ���%� �� �!)����#� %�� *� ���%��*�� �� � =���(,*$,���( (��%�� ��= OEGP�
�#� � �*�� �� %��( �������! ���(� (�������� ������ %�� � ���� �� �� �#� �-�% ,
���� ���� ��K ���� �� ��!+� �� ������%� �� � (��*!�� �� � )�+�� ��2�& 
���+��� �� �#�
� �*�� �� ���(� �� �!)����#� ��K ���� �� ����� ��� ��!$ ��(������ �� �#� ��2� �� �#�
(��*!�� ������%�� * � ��$ �!�� ��Q�� *������ ������%�� �� ���� ��2�& ��%� ��� �� ��
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��� �!��$� �����)#�������� �� �������� �#� � �*�� �� ���(� �� �!)����#� ����� ���
� )�+�� ������%�& 	� ����� �� *� �*!� �� ���!$�� �#� %��(!�-��$ �� �� �!)����#�� �
���������� ����
��� �� ������ %��& 
���� �#� %��( �������! %��(!�-��$ �� ��4��� ��
�#� 	�$�	�	 ��	 �� �� ����� �� �!)����#� ��$ ��K ��� ��� ��$ ������%� �� � )�+��
��2�&

	� � ����$� �#� (��������%� �� �� �!)����#� �� ���� ��� �� �#� ��-�� � � �,
*�� �� ���(� �� ��K ���� ��� ��$ (��*!�� ������%� �� ��2� n ������� �� � � �%����
�� n& � ����!$ �%%�(��� %��%�(� �� �#�� �� �!)����#� �� �Q�%��+� �� ��� �����,%���
%��(!�-��$ �� *� ���� *$ � (�!$�����! � �%���� �� ������%� ��2� n �#�!� �!)����#��
�� �-(�������! ���� %��(!�-��$ ���  � �!!$ %��������� ���Q�%��+� �� %��( �������!!$
�-(����+� OEGP& �!�#� )# �� �-(�������! � �%���� ��$ ������!!$ )�+� ���!!�� +�! ��
�#�� � )�+�� (�!$�����!� �#��� �!��$� �-���� � %������� N � %# �#�� ��� �!! n ≥ N
�#� (�!$�����! � �%���� ��"�� ���!!�� +�! �� �#�� �#� �-(�������! OI@P&

�'� ������� 0 �� �0

�#� %��%�(� ���%��*�� �*�+� %�� *�  ��� �� %!�����$ �� �!)����#� �� �N%���� ��
��� ��(�����) �� �#��#�� �� #�� (�!$�����! ���� %��(!�-��$& ����!��!$ � (��*!�� ��
%��������� ���$ �� #��� ��(�����) �#��#�� �#��� �-���� � (�!$�����! ���� �!)����#�
��� ��!+��) ��& �#�� ����� � (��*!�� �� %��������� ���$ �� �#��� �� �� �!)����#�
�#��� �� �#� ����� %��� �#� � �*�� �� ���(� �� �#� (��*!�� �� ��2� n �� *� ���� *$ �
(�!$�����! �� n& �#� ���� ( �(��� �� ��+����)��� �#� %��( �������! %��(!�-��$ ��
��%����� (��*!��� �� �#�� �#��� �-��� �N%���� ���#��� ��� %��%�����) �#� %��(!�-�����
�� ��Q����� ��%����� (��*!���& ��%����� ���*!��� %������ �� �� ������%� �� � (��*!��
��� � K ������ �� �#�%# �#� ������ �� S$��S �� S��S& �� �-��(!� �� � ��%����� (��*!��
��!���� �� �#� ��� �� �#� :�	�������� <
��� ��� ��	 OI@P;

0��#��� +7)7) ��������F ����� G = (V,E) G�������F ���� ����� �$��� � �
��� ��
G ������� ������� ���� "����$ �� V �$����
 ����H

�� �� ���%��*�� �*�+�� !��"��) ���� �#� )��(# �#������%�! (���� �� +���� �#� ���
�� �K �+�!��� �� 4����) � 
���!������ %$%!� �� ����� � !��)�# �� � %��(!��� )��(#
G& �� � %����K ��%�� ��� �#� ��� ��%����� (��*!�� �#� ���� K ������ �� ��� �#��#��
� %$%!� �-���� �� � %��(!��� )��(# G * � �� �#��� �-���� � %$%!� �� !��)�# !��� �#�� �
)�+�� %������� B& �#� ��� ��%����� ���*!�� %�� �#�� *� ������ �� ��!!��� OI@P;

0��#��� +7)7+ ��������F ��"�� � ��	����� �������� ����� G = (V,E) ���� ����
������"� ���� ������� ωi� ��� i ∈ E ��� � �������� B ≥ 0 G�������F ���� ����� �$���
� :�	�������� �
��� �� G 7�� ���"����� #����	�� ����8 ���� ���� ��)����� S �����∑

i∈S wi ≤ B H

�+�� ��� ��$ ��� �#�� �� �#��� �-���� � (�!$�����! ���� �!)����#� ��� �#� ���
�#��� �!�� �-���� � (�!$�����! ���� �!)����#� ��� �#� ��� ��%����� ���*!��& ��
�#� ��#�� #��� �� �� ��� �� �+����� ��� ����� �!! �� � �#�� �#� %��+���� #�!�� ��
��!!& � (�!$�����! ���� �!)����#� ��� )��������) �#� �(����! ��� �� �� *$ %�!!��)
� � *�� ���� �#�� ��!+�� �#� ��� ��%����� ���*!�� �� (�������� *$ 1�#���� ���
��(��������� �� OEGP& � ((����) �#�� �#� ��� ��%����� (��*!�� %�� *� ��!+��
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�� (�!$�����! ����� �#�� �!)����#�� (��+���� � (�!$�����! ���� �!)����#� ��� �#�
���+�!��) ��!����� ���*!��& �#�� �� � �$(� �� (�!$�����! ���� ��� %���� OB?P&
���������!!$ �#� (�����%� �� �#�� �!)����#� (��+�� �#� ��!!����) �#����� OEGP;

�'����� +7)7/ ����� �$���� � ���
��	��� ��	� ��������	 ��� ��� �#� �� ��� ���

�� ����� �$���� � ���
��	��� ��	� ��������	 ��� ��� �#� �������� ��� ��	�

�#�� �#����� ����%��� �#�� �#�� ������%#�� �� ���������� �� �#� %��( �������!
%��(!�-��$ �� �� ���K ��� �� �������� ��% � �� �#� ��� ��%����� ���*!��& �#��S�
�#$ �#� K ������ �� �#��#�� �#� ��� �� � =#���= �� ��!+� (��*!�� �� �K �+�!���
�� �#��#�� �#� ��� ��%����� ���*!�� �� � =#���= (��*!��& ���  � ��� ������ %�
�#� ��� %!����� �� (��*!��� �� �#� �#���$ �� %��( �������! %��(!�-��$& �#� %!���
P %������� �� �!! ��%����� (��*!��� ��� �#�%# �-���� � (�!$�����! ���� �!)����#�&
�#��� �-���� (��*!��� �#�%# ��� !�"�!$ ��� �� P ��� ���$ %��*��������! �(����2�����
(��*!���& ��+���#�!���� �� �� ��� ����!$ �#��� �#�� %������ (��*!��� ��� ��� �� P �+��
�� �� (�!$�����! ���� �!)����#� �� "����& �� �(�%��$ �#� ��%��� %!��� �� �!)����#��
�� � �� 4��� ��4�� �#� %��%�(� �� ���������	������� �!)����#��&

	� %������� �� �#� ������������% �!)����#�� � ���,������������% �!)����#� %��
�-#�*�� ��Q����� *�#�+���� �� ��Q����� � ��& �#� %!��� NP ��� %��(���� �� �!!
��%����� (��*!��� �#�%# %�� *� ��!+�� �� (�!$�����! ���� *$ �� ���,������������%
�!)����#�& 	� �� �*+�� � �#�� P ⊆ NP & 	� �(��� �� �#��� �#� K ������ �� �#��#��
P = NP ������ ��� �� �#� ��'�� K ������ �� �#� %��( ��� �%���%� %��� ���$& � !��
�� ������%# #�� *��� �(��� �� �#�� %#�!!��)� �+�� �#� !��� 4+� �� ��- ��%���� ��� �#�
��%� �#�� �� (�!$�����!,���� �!)����#� ��� �(�%�4% (��*!��� �� NP #�� *��� �� ���
��"�� �#� �K �+�!��%� �� *��# %!����� +��$  �!�"�!$& ��%� �� �� �#��� �� �� ����!$
��� ��� �#�� P 	= NP � �+�� �#� )# �#�� %��'�%� �� �������  �(��+�� �� (������
����&

�'� ����� �08��������

���$ ��(������ � *��� �� (��*!��� �� NP �� �#� %!��� �� NP−complete (��*!���&
�#� ���� ��(������ (��(���$ �� ��,%��(!��� ��%����� (��*!��� �� �#�� �#��� %��( ,
�������! ���� � �� ����%�!$ %����%��� �� �#� ��!����� *������ P ��� NP & �#� %��%�(�
�� ��,%��(!������� ��� ������ %�� �� O?AP& ��)�����*!$� %��%�����) �#� ���+�!��)
��!����� ���*!��� �� #�� *��� �#��� �#�� �� *�!��)� �� �#� %!��� �� ��,%��(!���
(��*!���& �� 1�#���� ��� ��(��������� %������ �� OEGP;

���� �� ��� 	��� ������"� ������ ��� ��� �#�I �� �� ��� ��������� ����
���"� ������ ��� ��� ���� �� ���"�� ����� �� ���� ������� P 	= NP �

	� %������� �� �#� %������������ �#�� �#� ��� �� ��� ��, %��(!��� �� �� �� ��� �
��%����� (��*!��& ������ �� �#� %#�(��� �� #�+� ������� � (�!$�����! ���� �!)����#�
��� �#� ��� �#�%# ����%�!$ !��� �� � (�!$�����! ���� �!)����#� ��� �#� ��� ��%�����
���*!�� ��� �!�� ��� ��,%��(!������� ��(!$ �#�� P = NP & ���*!��� �#�%# #�+�
�#�� (��(���$ ��� �������� �� �� 2������ (��*!���&
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�((!�%������ �� �#� ��� ��� ��� +��������� )� ��$ �+�� �#� �� �� (!�����) (��*,
!�� �� � ���+�!��) ��!����� ��� �(��� �+�� ��+���! ����� �� "���!��)� ��%! ���)
���#�����%�� %��( ��� �%���%�� �(�������� ������%#� )�����%�� ��)�������)� ��� �!�%,
�����%�& 	� �#� ��-� �#��� � *��%����� 	 � �����2�� ���� �#� ������������ (���� ��
+���� �#� ���� ��(������ �((!�%������ �� ��� �� ���� �� �#� !������ ��&

���'��� 
�'� ����� 0��#����

��$*� �#� ���� �� ���� �((!�%����� ���� �� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ��
�#�� !��) ��� ��%#��� ��K ��%��)& � ���(!� �%#�� !��) �((!�%����� %�� *� ���%��*��
�� ��!!���& �#��� ��� n '�*� {1, 2, ..., n} �� *� (��%����� %����% ��+� �� � ��%#���&
��� ci� *� �#� ��� ( %��� ��K ���� ��� (��%�����) '�* j �������!$ ����� '�* i& 8#��
�!! �#� '�*� ��� (��%������ �#� ��%#��� �� ����� �� ��� ���)���! ����� �� � %��� ��
ci,j � �#��� j �� �#� !��� '�* (��%�����& �#������� �#� ��%#��� ��K ��%��) (��*!��
�� �� 4�� �� ����� �� �#�%# �#� '�*� ��� �� *� (��%����� � %# �#�� �#� ����! ��� (
%��� �� ������2��& �*+�� �!$� 4����) � (��� ������ π �� {1, 2, ..., n} �#�� ������2��
�K ����� ?&G ��!+�� �#� (��*!��&

cπ(n)π(1) +
n−1∑
i=1

cπ(i)π(i+1) L?&GM

���"��) ���� �#� (��%��%�! (���� �� +��� �#� '�*� %�� *� ����� %! ������ ��)��#��&
	� �#�� %��� �#� ��� ( ����� �� ��$� *������ '�*� ���#�� � %! ���� �� ��!���+�!$ ���!!
%��(���� �� ��� ( ���� *������ '�*� �� ��� ��Q����� %! �����& ��� �-��(!� �#�� %��
*� ��� �� �$(�%�! �%������ �� �����*!$ !���& �����*!��) �#� ����!�� (��� %�� ����
������! ��� ( ����& � � �� � ��Q����� (��� %� ����� �� *� �����*!��� �#� ��� ( ����
��$ )��� !��)�� *�%� �� �� ��$ ��K ��� �#� ��� (����� ���!� ��%& �� �#� ��%#���
��K ��%��) (��*!�� ���# � %# � �(�%��!�2�� �����- �� %���� ��� %�� �� �#� <��������
�#�� �#�� (��*!�� ��!! *�� �� ���� �����!� (�������� !����� �� �����������&

��� �� ��� !��" �� ����#�� �%#�� !��) (��*!��,� �� ���� /�� ���� (��*!��&
�#��� ��� n '�*� ��%# ��������) (��%�����) �� m ��%#���� �� �#� ����� 1, 2, 3, ...,m&
�� '�* �� �((��+�� �� #�+� � ������) ���� *������ (��%�����) �� ��� ��K �����! ��,
%#����& �#� )��! �� �� 4�� �� �(��� � ��K ��%��) �� '�*� �� *� (��%����� �� �#�� �#�
����! %��(!����� ���� �� ������!& �((!�%������ �� �#�� "��� �� ��K ��%��) (��*!���
���� �� � ��Q����� ��� ������� ��� ���� �����!� ��� %�� !��"� �� OGBP& � ��#������
�#� ��,���� R�� �#�( (��*!�� �� �����)!$ ��,#���� * � ��!+�*!� �� (�!$�����! ����
�#�� m = 2& 	� �#�� (����% !�� %��� �� ��� %�� �� �#� ��!! "���� ���	������	��

(��*!�� OA@P&

���� �� ������%� �� �#� ��,���� R�� �#�( (��*!��� �� %�� *� %����� %��� ��
�K �+�!��� ������%� �� ��� ��� ��  ���) �#� ��� %���� (��(���� �� OGBP& 
����� �
%��(!��� )��(# G �� n+1 ������ �#��� ���� ��(������ � '�* j� 1 ≤ j ≤ n ��� ����
n+1 ��(������� *��# �#� ����� ��� �#� ��� �� (��%�����)& �#� %��� ci,j �� ��)� (i, j)
�� G ��(������� �#� ���������! �%#�� !� !��)�# �� '�* j �� �#� ����%� � %%����� �� '�*
i �� �#� �%#�� !�& �� � ����� � %��� �� � �� G ��(������ � �%#�� !� ���# ����� �
%��(!������� ����& �� 4���# �#� ��� %����� �#� +�! �� �� ci,j � �� *� ������4��& ���
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pj,k *� �#� (��%�����) ���� �� '�* j �� (��%����� k� ��� �!�� 1 ≤ j ≤ n� 1 ≤ k ≤ m&
�#�� ci,j %�� *� �*������  ���) �#� �K ������ OGBP;

cn+1,i =
m∑
r=1

pir, i = 1, 2, ..., n,

cij = max1≤k≤m

{
k∑

r=1

pir +
m∑
r=k

pjr

}
−

m∑
r=1

pir, 1 ≤ i, j ≤ n, i 	= j

ci,n+1 = cii = 0, i = 1, 2, ..., n.

L?&DM

�#��� �((!�%������ �#�� �� %��������� �� ��� ��� %� � )�+�� (��*!�� �� �#� ���+,
�!��) ��!����� ���*!��&

��� �����!� �� ��#�� ������%# ���"� �� (������ %��% �� *���� �����*!$ �#�� ���
��!�+��� �� �#� ���� * � )��� *�$��� �#� �%�(� ��� ��� �� �#� ������������� �� �����
�� OI� A@P&

��� 9������ 0��#����

� )�����! ��% �� ���) (��*!��� �� �������� "���� �� 	�$�� ����
 ����� ����	��
��� ��	 L�8���M OA@P� %�� *� ������ �� ��!!���& ��� G = (V,A ∪ E) *� � ��-��
)��(# �� �#�%# �#� �!������ �� � ��� ��%� ��� �!������ �� E ��� ��)��& ��� A′ ⊂ A
��� E′ ⊂ E& �#� %���� �� ��%� ��� ��)�� ��� ��� ��� �� *� ���,��)���+�& �� ��!+�
�#� �8��� �� �#�� �� 4�� � ����� � %��� %!���� ��!" �� G %��������) �!! ��%�
�� A′� ��� �!! ��)�� �� E′& ��� (��*!��� � %# ��� ��� �-��(!�� ����$ � ��! (������
(��*!��� ��-�� %#����� (������ (��*!��� ����$ %#����� (������ (��*!��� ���%"��
%���� (��*!�� O?DP� ��%& ��� �(�%��! %���� �� �8���& �((!�%������ �� �8��� ��
�������� ��%! �� ������ ����(��) ��� ���� (!����)&

�#� ������%� �� �#� �8��� %�� *� ��!+�� �� �� ������%� �� �#� ��$������%
���& 	� �� �� G� ��(!�%� ��%# ��)� (i, j) *$ ��� ��%� (i, j) ��� (j, i) ���# %��� �K �!
�� �#�� �� (i, j)& ��� !�� Ḡ = (V, Ā) *� �#� ��� !���) ��)��(#& ��� �� ��4��
A′ = A′∪{(i, j), (j, i) ∈ Ā : (i, j) ∈ E′}& � ��#������ �� ��� ���� !��� � )�����!�2��
��� �� �#� ��)��(# D = (U,Z)& ��� ��� ��%# ��% (i, j) ∈ Ā′ �#��� �� � ���� uij �� U &
�#�� �#� %��� �� ��% (uij , upq) ∈ Z �� ��4��� �� �#� !��)�# �� �#� �#������ (��# ����
���� i �� ���� q �� Ḡ& ����!!$� �#� �8��� �� �K �+�!��� �� � ���� �� D �#��� �#�
���� ��� (�������� {U1, U2, ..., Um} �� )�+�� *$ Ul = {uij} �� (i, j) ∈ A′, l = 1, 2, ..., |A′|
��� Ul = {uij , uji} �� (i, j) ∈ E′, l = |A′| + 1, ..., |A′| + |E′|& �#� ������!�2�� ���
��!! *� �-(!����� �� ���� �����! �� �#� ��-� � *��%���� �� �#�� %#�(���&

%��:����� ���������� 0��#���

	� �� !��" � %��� ��%����� ������" ��)��#�� ���# � ��� �� ������������� ���
J��)����
 ������	��� ��� ��	 �� �� �(�%��$ � ���K ��%$ �� ��%# ����������� ���� �
)�+�� ��� �� �+��!�*!� ���K ��%���& �#� ���K ��%��� � �� ������$��) ���� ����������%�
%����������& �#��� %���������� %�� *� ������� *$ � )��(# G = (V,E) �� �#�%# ��%#
���� ������� � �����������& � ���,��)���+� ����)�� ���)#� cij �� �((������ ��� ��%#
��% (i, j) �������) �#� ��!����%�& ��� F = {0, 1, 2, ..., R} *� � %�!!�%���� �� �+��!�*!�
���K ��%���& � ���K ��%$ ����)����� �� �#�� �� ����)� �#� � �*�� f(i) ∈ F �� ����
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i ∈ V � %# �#�� |f(i)− f(j)| > cij ��� �!! (i, j) ∈ E& 	� � %# �� ����)����� �-�����
�#�� �� �� %�!!�� � �����*!� ����)�����& 	� R �� ��� )# !��)� � �����*!� ����)����� ��
(����*!�& ���  � %������� �#� ��!!����)� !�� G∗ *� �#� %��(!��� )��(# �*������ ����
G *$ �����) ��)�� �� 2��� ���)#�& ��� c′i,j *� �#� ���)#� �� ��)� (i, j) �� G∗ � %# �#��
c′ij = cij + 1& ����!!$� !�� C ′(H∗) *� �#� � � �� �#� ���)#�� �� ��)�� �� � ������!
%��� 
���!������ (��# �� G∗& �#�� �#� ��� %�� *�  ��� �� %��( �� � !���� *� ��
��� �#� ���K ��%$ ����)����� (��*!�� OA@P&

����$ %��� ���	��	��� �� ��� �#�

� � ���% ����� �� ��-� +��������� ��� %��4��� �� �#��� ��4������� ��!$ ��� (��%��,
%�! ��(!����������� ��� ���� +���������& ��� ���� �����!� �� �#��� (��*!���� ��� �#�
%�����(�����) �������%�� %����& �!��� �#� �������%�� 	 %��� ��� ��� ��%������!$ � (�(��
�� �#�%# �#� (��*!�� ��� ������ %��& ��!�� 	 � �����2�� ���� �#� ������������
(���� �� +���� �#� ���� ��(������ +��������� �� ��� �� ���� �� �#� !������ ��&

�'� ����  ���� ��� �
0; ��� ��%# ��% (i, j) �� )��(# G� n �� ��Q����� %����
ctij, t = 1, 2, ..., n ��� )�+��& �#� %��� ctij ��(������ �#� %��� �� ���+�!��) ���� %��$ i
�� %��$ j �� ���� ���� (����� t& �#� )��! �� �� 4�� � �� � (π(1), π(2), ...π(n), (1))�
�#��� π(1) = 1 ��(������� �#� #��� !�%������ �#�%# �� �� �#� ���� (����� 2���� ��
)��(# G � %# �#��

∑n
i=1 c

i
π(i)π(i+1) �� ������2��& �#� ����- n+1 �� �K �+�!��� �� @&

��� �!! ��%� (i, j)� �� c1ij = c2ij = . . . = cnij �#�� �#�� (��*!��� �#� ���� ��(������ ����
��� %�� �� �#� ���& ��� ���� �����!� �� �#�� (����% !�� (��*!��� �� ����� �� ODEP&

,���- �� �'��� �
0; �#� *!�%" ��� �#��� ��� �� � )�����!�2����� �� �#�
���+�!��) ��!����� ���*!��& 	� �#�� (��*!��� �#� ��� �� ����� �� G �� (����������
���� ��� ����� B ��� W �#� �!������ �� ��� B ��� %�!!�� *!�%" ����� ��� �#�
�!������ �� ��� W ��� %�!!�� �#��� �����& � �� � �� G �� �����*!� �� �#� ��!!����)
��� %��������� ��� �����4��& �#� � �*�� �� �#��� ����� *������ ��$ ��� ��K �����!
*!�%" ����� �#� !� ��� )� *�$��� � (�����+� ����)�� I ��� �#� ������%� *������ ��$
��� ��K �����! *!�%" ����� �#� !� ��� )� *�$��� � (�����+� ���! � �*�� R& �#� *!�%"
��� �#��� ��� �� �� 4�� � ������! %��� �����*!� �� � �� )��(# G& �((!�%������ �� �#��
(��*!�� ��+�!+� ����)� �� ���) ������"� �� �#� ��� ���$ �� ��!�%��� ��%����� OA@P&
� ��#������ � +�������� �� �#�� (��*!�� "���� �� ��� ���# ��(!����#���� ��%�� #��
*��� �((!��� �� �#� ���,!��� ��� ���$& �#� ��� ���# ��(!����#���� ��%� #�� *���
���% ���� �� OJAP&

�'�  ���&��� ��� ���#���; �#� ��!�+��$ ��� (��*!�� L���M �� �!�� "����
�� �#�	���	�	 ������
 ��� ��	 O@@P ��� ��� ���"����� ������	�� ��� ��	 OD@P& ���H
*� � �� � �� G ��� v1 *� � �������) ����& ��� ��%# +����- vi �� G� ��4�� �#� ������
 ��
vi ���# ���(�%� �� H ������� *$ Li(H)� �� �#� ����! ������%� �� H ���� v1 �� vi& �#�
��!�+��$ ��� (��*!�� �� �#�� �� 4�� � �� � H∗ �� )��(# G � %# �#��

∑n
i=1 Li(H

∗)
�� �� ���!! �� (����*!�& �#� ��� �� �����)!$ ��,%��(!���& ���������!!$ �� %�� *�
+���4�� �#�� �#�� (��*!�� �� � �(�%��! %��� �� �#� ���� ��(������ ���& ��� ����
�����!� �� �#�� (��*!��� �� ����� �� OA@P&

�������� �
0; 	� �#�� +�������� �� ���� �#� ���� ��� �� G �� (���������� ����
%! ����� V1, V2, ..., Vk& �#�� �#� %! ������ ��� OABP �� �� 4�� � ����� � %��� �� �
�� )��(# G ���# �#� %��������� �#�� ����� ���#�� �#� ���� %! ���� � �� *� +������
%����% ��+�!$& �$ �����) � !��)� %��� M �� �#� %��� �� ��%# �����,%! ���� ��)� �#��
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(��*!�� %�� *� ��� %�� �� � ���+�!��) ��!����� ���*!��&

�������4� �
0 ;
�
0<; �� �� �#� %��� �� %! ������ ���� !�� V1, V2, . . . , Vk

*� � (�������� �� �#� ���� ��� �� )��(# G& 	� � ����� �#� )��! �� �� 4�� � �#������
%$%!� �� )��(# G �#�%# )��� �#�� )# �-�%�!$ ��� %��$ ���� ��%# %! ���� Vi, 1 ≤ i ≤ k&
	� |Vi| = 1 ��� �!! i� ���� �� �#� ���� �� ���+�!��) ��!����� ���*!��& 5���)
�#� ��� %���� ���%��*�� �� O@FIP �� �#�� �#�� ���� %�� *� ��� %�� �� � ��� ���
��*�����$ |Vi|& 8���� �� %�� ��� �� �#�� )��(# G �� � ��)��(# ��� �#� (���������
��� � �*���� �� � %# � ��$ �#�� |Vi| ≥ 2 ��� 1 ≤ i ≤ r ��� |Vi| = 1 ��� r+1 ≤ i ≤ k&
��� ��$ i ≤ r !�� Vi = {i1, i2, ..., in}& ��� ��%# ��% e ∈ E� %������� � ��� %��� de
��4��� �� ��!!���;

dij ij+1 = −M, j = 1, . . . , ni ���# ni + 1 ≡ 1, i = 1, ..., r. L?&AM

�#�� ) ������� �#�� �� � ������! ��� �� � �� )��(# G ������ � %! ���� Vi �#�� )#
���� ij � �� +����� ����� �� Vi �� �#� ����� ij , ij+1, ..., ini , i1, ..., ij−1 ��� !��+�� �#�
%! ���� Vi ���� �#� ���� ij−1& 8� ��� ���� �� �����(��� �#�� � �%��� �K �+�!��� ��
� ���� �� � �������) ��� !��+��) �#� %! ���� Vi *$ +������) ���� ij & �� � (!�%���
�#�� ��%�� �� ��"� �#� ��� %��� �� ��%� )���) � � �� ij−1 ��(������� �� �#� ���)���!
%��� �� ��%� !��+��) ij & �� *� ���� (��%��� !��" �� �K ����� ?&E&

dij−1p = cijp, p /∈ Vi, j = 1, 2, ..., ni ���# ����- 0 ≡ ni, i = 1, ..., r L?&EM

��� duv = cuv ��� �!! ��#�� ��)��& ���� � ������! ��! ���� �� �#� ��� �� )��(#
G ���# �#� ����4�� %���� de ��� e ∈ E� � ������! ��! ���� �� ���� %�� *� ��%�+����&
��� ���� �����!� �� �#�� (��*!��� �� ����� �� OAF� EEP&

�'� ��= �
0; 	� %������� �� �#� ���� �#� �*'�%��+� �� �#� ��V ��� �� ��
4�� � �� � �� )��(# G �#��� �#� ����! %��� �� ��)�� �� �#� �� � �� ��-�� �& �#��
(��*!�� %�� *� ��!+�� �� � ��� *$ ' �� ��(!�%��) ��%# ��)� %��� *$ ��� ������+�
��+����& 	� (��*!�� ��K ���� �#�� �#� ��)� %���� ��� ���,��)���+�� � !��)� %�������
%� !� *� ����� �� ��%# �� �#� ��)�,%����& �#��� ��(!�%��) ��!! ��� %#��)� �#� �(����!
��! ����� �� �#� (��*!��& �#� ��V ��� #�� *��� ���% ���� �� OA@P&

���&����� ������� 0��#���; � �� ���� ���#�� �� ��� �!! ��� ����� �� � %��$�
��� �� � �� +���� ��%# ��� ���� �� � ���)#*� � �#�����& � ��#������ �� �� ��� ���
�#�� � ��� ���� �� +���*!� ���� ��$ �� ��� ���)#*� ��& �#� ��)�� �#������� ��(������
!���� �� ��)#�& �#� ��� !���) ��!" ��!! �#������� +���� � � *��� �� �!! ����� �� �#�
)��(# G& ��� �#� ���+�!��) �� ���� ���*!�� �� ����� �� �#� OJBP&

�'� #��������- �
0; 	� �#�� +�������� �� ��� �#� �*'�%��+� �� �� 4�� � �� �
�� )��(# G � %# �#�� �#� !��)��� %��� �� ��)�� �� �#� �� � �� �� ���!! �� (����*!�& �
*���!���%" ��� %�� *� ���%��*�� �� � ��� ���# �-(�������!!$ !��)� ��)� %����& ���
���� �����!� �� ����� �� OA@P&

�
0 ���' �������� &����� ;�
0�<; 	� �#�� (��*!�� �#� �*'�%��+� �� �� 4�� �
�� ���) �� � ���+�!��) ��!�����& ��!����� ������ �� � )�+�� +����- �� )��(# G� +�����
��%# +����- �� !���� ��%� ��� %���� *�%" �� �#� �������) +����- �� � %# � ��$ �#��
�#� ����! ������%� ���+�!�� �� ������2��& �#� ���� %�� *� ����������� ���� � ���
*$ ��(!�%��) �#� ��)� %���� ���# �#� �#������ (��# ������%�� �� )��(# G& 	� �#� !�%"
�� ��)���+� %$%!��� �#������ (��# ������%�� *������ �!! (���� �� +����%�� �� � )��(# G
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%�� *� %��( ���  ���) �N%���� �!)����#�� O@P& 	� )��(# G %������� � ��)���+� %$%!��
�#�� ���� ��  �*� ����& ��� ���� �����!� �� ���� !��" �� OA@P&

����& ���'��	�� #������� �����

	� �#�� ��%����� �#� (��*!�� �� 4����) �#������ (��#� *������ �!! (���� �� +����%��
�� )��(# �� %���������& ��+�� � ���)#���� ����%��� )��(# G = (V,E) ���# � ���)#�
� �%���� ω : E → R �#�� ��(� ��)�� �� ���! +�! �� ���)#��& �#� �*'�%��+� �� ��
4��� ��� �+��$ (��� �� +����%�� u, v ∈ V � �#� �#������ (��# ���� u �� v& 	� ��������
�#� ���)#� �� � (��# �� �#� � � �� �#� ���)#�� �� ��� ��)��& �#� �!!,(���� �#������,
(��#� (��*!��� %�� *� ��!+��� *$ � ����) � ���)!�,�� �%� �#������,(��#� �!)����#� |V |
������ ��%� ��� ��%# ���� �� �#� �� �%�& 	� ���� (����% !�� %��� �#��� �!! ��)� ���)#��
��� �����)���+�� ��4,����K� ��������	 O?IP� %�� *�  ��� ��� ��!+��) �#� (��*!��& 	� �#�
!�����,����$ ��(!���������� �� �#� ���,(������$ K � � ��  ���� �#�� �#� � ����) ����
�� O(V 3 + V E) = O(V 3)& � ��#������ �#� *����$ ���,#��( ��(!���������� �� �#�
���,(������$ K � � )������� � � ����) ���� �� O(V E lg V )� �#�%# �� �� ��(��+�����
�� �#� )��(# �� ������& 	� �#� )��(# %������� �#� ��)���+�,���)#� ��)��� �#�� ��'"����W�
�!)����#� %�� ��� *�  ���& �!�������+�!$� �#� �!���� ��!!���,���� �!)����#� %�� *�
� �� ��%� ���� ��%# ����& �#� ��� !���) � ����) ���� �� �#�� O(V 2E)� �#�%# �� �
����� )��(# �� O(V 4)& 	� ��������� ��� ��!+��) �#� �!!,(���� �#������ (��#� (��*!�� ��
�(���� )��(#� �#� L������K� ��������	 ��  ���� ��� ���� �����!� ��� O?IP& 	� %�������
�� �#� ���)!�,�� �%� �!)����#��� �#�%# ��� �� � ������%�,!��� ��(����������� �� �#�
)��(#� �#� J��
��*������� ��������	  ��� � ������%�,�����- ��(�����������&

�'� %��� 8����'��� �������'�

�#� �!�$�,8���#�!! �!)����#� L�8M �� � ���(!� ��� �-�����+�!$  ��� �!)����#�
��� %��( ���) �#� �#������ (��#� *������ �!! (���� �� +����%�� �� �� ��)� ���)#���
����%��� )��(# G = (V,E)& �#� �!)����#� � �� �� Θ(V 3)& �#� �!�$�,8���#�!!
�!)����#� (��� %� �#� %����%� ��� !� �� !��) �� �� ��)���+� %$%!�� �-��� �� �#� ��,
( � )��(#& �#� �8 �!)����#� ��"� ���� %������������ �#� ������������ ����� �� �
�#������ (��#� �#��� �� ������������ ���� �� � ���(!� (��# p = 〈v1, v2, . . . , vl〉 �� ��$
���� �� p ��#�� �#�� v1 �� vl� �#�� ��� ��$ ���� �� �#� ��� {v2, v3, . . . , vl−1}& �#�
�!�$�,8���#�!! �!)����#� ��(��� �� �#� ��!!����) �*���+�����& � ���) ��� �(����
�#�� �#� ����� �� G ��� V = {1, 2, . . . , n}� %������� � � *��� {1, 2, . . . , k} �� �����
��� ���� k& ��� ��$ (��� �� ����� i, j ∈ V � %������� �!! (��#� ���� i �� j �#���
������������ ����� ��� �!! ����� ���� {1, 2, . . . , k}� ��� !�� p *� � ������!,���)#���
(��# ���� *������ �#��& �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#� ��"� ��+����)� �� � ��!�,
�����#�( *������ (��# p ��� �#������ (��#� ���� i �� j ���# �!! ������������ �����
�� �#� ��� {1, 2, . . . , k − 1}& � ��#������ �#�� ��!������#�( ��(���� �� �#��#�� �� ���
k �� �� ������������ ���� �� (��# p&

�#� � ����) ���� �� �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#� �#��� �� �!)����#� @ �� �(,
(������ *$ �#� ���(!$ ������ $�� !��(� �� !���� ?,G& � ��#������ ��%# �-�% ���� �� !���
D ��"�� O(1) ����� �� �#� �!)����#� � �� �� ���� Θ(n3)& 	� ��������� �#� %�������
#����� �� �#� Θ,�������� �� ���!!& ��%� �� �� �#�� �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#� ��
(����$ �N%���� ��� �+�� ������ ��2�� ��( � )��(#�&



�'���'�+�% �& ������� ������% �!)����#� ��� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
���������	 
� ���

����� ������	 
� �����
������ ������� �������� ��� ���
�
���
� �����
�
����� ���� @D

�������'� ) �!�$�,8���#�!!
�� ����� ��� ��������	
����L��8M
�� $�� ��� k ∈ V  �

�� $�� ��� i ∈ V  �

�� $�� ��� j ∈ V  �

�� Wij := min(Wij ,Wik +Wkj)
�� �� $��

�� �� $��

	� �� $��


� �� ����� ���

��� ��� ����	
�	�


	� �#�� ��%����� ��Q����� #� �����% �((���%#�� �#�� #�+� *��� ��%�������� �� �#�
!������ �� ��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ��!! *� �-������& 
� �����%� %����,
�(��� �� �((��-������� �!)����#�� ���# �*'�%��+� �� 4�� �#� ���� �(����! ��! �����
K �%"!$ ���#�� �#�� �#� *��� ��! ���� �#��� �� �� � )�+�� (��*!��& �#�� ��%���� �����,
� %�� �#� *���% %��%�(�� �� #� �����% �((���%#�� ��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!��
��� )�+� ���� �� �#� �#������%�! ��� !�� �#�� #�+� *��� �-������ �� �#� !������ ��&
�#� �%�(� �� �#� ��%���� �� ����!$ %��%������� �� �#� %!����%�! %����� %��+�� !�%�!
����%# �((���%#�� ��� *$ ��� �� ���(���� ��%#��K �� ��� �#��� �-��������& ��� �#�
���+�!��) ��!����� ���*!�� �#��� ��+���� �((���%#�� ��(������ �#� �����,��,�#�,���
�#�� �#� �*'�%��+� �� �� 4�� �������%���$ ��! ����� K �%"!$& �#� �-(������� #� �����%
�� �����(����� �� �#� �-���� ��%������$ ��;

� 	����� ��� ���"��� ��� ��	�  
 �������� ���	 ���� �$��������� ���
��"���������� ��������� ��
� �� ������ � ��������

�#� )��! �� #� �����% �((���%#�� �� �� 4�� �������%���$ �� %!��� �� �(����! ��! ,
����� K �%"!$ ������� �� 4����) � )!�*�! �(����! ��! ����& 
� �����% �((���%#�� ���
�#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� #�+� *��� (�������� �� ��+���! � �+�$�& ��� �#� %��,
(��#����+� �+��+��� �� �#� #� �����% ��#��K ��� �� ����� � ������ �� �#� ������������
�� �#� � �+�$� OE?� EAP ��� �� � *��" �� �#� ��� ��� ��� +������� OA@P&

����� ���� (���	�!

�#� %!����% ���� �� �� �#� K �!��$ �� � �� � !��)�# �� �#� )�( �� �#� �(����! �� �
!��)�#& �#�� )�( �� %�����!$ ������������ �� �#� (��� �+�� �(��� �& ��� ������%�
I �#�� )�( %�� *� �����!!$ �#��� ��;

A(I)−OPT (I)

OPT (I)
× 100%. L?&IM

� %"�!$� �#� �������� ���� *���� � %# �� �����!�S� ����	� O@@JP� (��+���� � ����
��� �� ������%�� �#�%# �!�� ��%! ��� �#� �(����! �� � !��)�# ��� �!! ���� ������%��&
�#� �(����! �� � !��)�#� ���  � �!!$  �"���� ��� ������%�� �� ��2�� �� ��� %� ��
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�#�� %����� *� ��!+�� �� �(����!��$ �� � �������*!� ��� �� �� ����& �� � ��Q�����
�������%� (���� �� ������& �#��� �������%� (����� (������ ��� �� +�! �� �#�%# ���
%!��� �� �#� �(����! �� � !��)�#& � ��#������ �#� �������%� (���� �� %#��%� �� �� �
%����K ��%� %�����!$ � !���� *� �� �� �#� �(����! ��! ����&

�#� �������� !���� *� �� ��� �#� ��� �� �#� 
�!�,0��( !���� *� �� OAEP& �#�

�!�,0��( !���� *� �� �� �#� �(����! ��! ���� %�����(���� �� �#� ��! ���� �� � !�����
(��)������) ��!�-����� O?BP �� �#� �������� ����)�� (��)������) ���� !����� �� �#�
���& �#�� ��(!$ �#�� �#� ����)�� %���������� �� �#� ����)�� (��)������) (��*!��
��� � *���� �� ���# *� ���� +����*!��& � ��#������ �#� ��� !���) !����� (��)������)
(��*!�� O@?IP �� �#�� ��!+�� �� �(����!��$ *$  ���) �� �!)����#� � %# �� �#� ���(!�-
���#�� OB@P& �+�� �� �#� ��� !���) !����� (��)��� %������ �� �-(�������! � �*��
�� � *�� � %���������� �� %�� *� ��!+�� �� (�!$�����! ���� *�%� �� �#��� �-���� �
(�!$�����! ���� =��(������� ���%!�= ��� �#� � *�� � %���������� *���� �� %�!!� �� �
��-,R�� �!)����#� OEIP& �-(��������! ��� !�� �#�%# �� (�������� �� OA@P �#�� �#��
�#�� !���� *� �� �� +��$ %!��� �� �#� �(����! !��)�# �� ���� %����&

����� ���� �������
�	�� ��
��	����

�#� �*'�%��+� �� �� � %����� %���� �((���%#�� �� �� * �!� � �� � ��� �� ������%� ��
���+�!��) ��!����� (��*!�� ���� �%���%#& �#�� �� %�����!$ �%#��+�� *$ %����� %���)
� �� � ��!!����) ���� %����� %���� � !�& �������������� � ���) �#� %����� %���� �� �
�� � ��� ����!$ ���� �� � )����$ ���#���& �#� �*'�%��+� �� �#��� ���#��� �� �� ��,
������� )��� ������� �� !��"��) �#���& �#��� ��� ���$ %����� %��+� #� �����%� �#�%#
#�+� *��� � ))����� ��� �#� ���& ��� � %��(��#����+� �+��+��� �� �� � %����� %����
�((���%#�� ��� �#� ��� !��" �� O@F� @?FP& ��� �� �-�����+� ��(���%�! (��������%�
������) �� �#� �� � %����� %���� �((���%#�� ��� �#� �$������% ���� ��(�%��!!$ �#�
� %!����� ��� ��� OA@� @?FP&

�#� �� � %����� %���� �((���%#�� ���%��*�� �� �#� ��-� � *��%����� ���� %#����
*�%� �� �� �#��� � ���*�!��$ �� �$������% ��(�%��!!$ � %!����� ������%�� �� ���+�!��)
��!����� ���*!��& ��� *���% ��� ���� �#� ������������ (���� �� +��� ��(������ �� �
%����� %���� �((���%#�� ��� �#� 2������ 2���� ��� ��� �#� ��������� #� �����%�&

������� ����'#��� >��������

�#� ������� ���)#*� � �!)����#� �� ��� �� �#� ���� ��� ���+� #� �����% �!)����#��
��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!��& �#� ��!����� ������ �� �� ��*�����$ %#���� ����
��� �#�� � %%����+�!$ ���+�!� �� �#� ������� ���� #� #�� ��� $�� +������& 8#�� �!!
����� #�+� *��� +������� ��!����� ��� ��� �� �#� ���� #� ������� ����& �#� (�� ,
��%��� �� �#�� �!)����#� ��� � ��� �� ����� �&�& %����� C = {c1, c2, ..., cn} �� �#���
�� �!)����#� ?& �#� ������� ���)#*� � �!)����#� #�� � %��( �������! %��(!�-��$
�� O(n2) �#�%# %�� *� ��� %�� �� O(n log n) ��� )�������% ������%�� O@FP& �#� *���
(��������%� ����� "���� ��� �#� ������%�� �� ��� ������$��) �#� �����)!� ���K �!��$
�� )�+�� *$ NN(i)

OPT (i) ≤ 0.5 (�log2 n�+ 1)� ��� OE?P� ��� �#������� )�����) �� n& ��+��,
�#�!���� �� �#� %��� �#��� �#� �����)!� ���K �!��$ �� ��� �����4�� ��� %�� �-(�%� �#�
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(��������%� ����� �� *� �+�� �����& 	� �#� !������ �� �-���� +���� � +������� �� �#�
������� ���)#*� � �((���%# ���# �*'�%��+� �� ��(��+� ��� (��������%�& ��� � %#
+������ �� �#� �� *!� ����� ������� ���)#*� � O@?FP� �#��� �#� �� � �� * �!� ����
*��# ���� �� �#� % ����� ��K ��%�& ����#�� +������ �� ��,%�!!�� ���������� �������
���)#*� �� �#��� �#� %��$ �� *� +������ ��-� �� %#���� ������!$ ���� � ��� �� �������
���)#*� �� OA@P&

�������'� + ������� ���)#*� �
�� ����� ��� �
�	

��
������	L
M
�� ��!�%� ��*����$ %��$ cj � ��� k = j ��� C = {c1, ...cn} \ cj
�� �'��� (C 	= 0)  �
�� ��������� cl ∈ C ���# d (ck, cl) = mincj∈C(d(ck, cj))
�� ��� cl �� �#� �� � *$ %����%���) ck �� cl ��� ��� c← C \ cl ��� k = l
�� �� �'���

�� 
����%� ck �� �������) %��$ cj
	� �� ����� ���

*�������� >��������

��� �#� ��������� #� �����%� � ��Q����� %����� %���� � !� �� ��!!����& �#� �!)����#�
����� ���# � � *�� � %��������) �� ��� �� ��� %�����& �#�� �� � %%����+�!$ ��� %�����
�� �#� % ����� � *�� �& �#�� �����) �� ��!!���� *$ ���� ��!�%���� %�������& �#�
(�� ��%��� �� �#�� �((���%# �� (�������� �� �!)����#� B&

�������'� / 	��������
�� ����� ��� ��

	����

�� ��!�%� � �������) �� � �#�� )# k %����� T = {c1, c2, . . . , ck}
�� ������

�� ��!�%� � %��$ ci ���# ci /∈ T ��!!����) ���� %�������
�� 	����� %��$ ci ���� �#� % ����� � *�� � T
�� ����� ci /∈ T, i = 1, 2, ..., n
�� �� ����� ���

���� �#� ���%��(���� �� �#� �!)����#� �#��� K ������� �����; ���� �#�%# %��$
�� %����� �� ����� �#� #� �����%X 8#�%# %��$ �� ������ ��-�X 8#��� �� ������ �� ����
�#� % ����� � *�� �X ��� ��%# �� �#��� K ������� +���� � ��%����� � !�� #�+� *���
(��(���� �� �#� !������ ��& �#� ��� �� %����� �#�%# %����� %� �#� �������) � *�� � ��
%�����!$ %#���� �� ������ ��� %������� �� ���� ��� �� �#��� %�����& ��� � %!�����
(��*!��� ��#�� �((���%#�� � %# �� �������) �#� #� �����% ���� �#� %��+�- # !! �� �#�
(��*!�� #�+� *��� �!�� � ))����� O@?FP& �#� !��� ��� K �������� �� �#�%# %��$ ��
������ ��-� ��� �#��� �� ������ �� ��� ��)#�!$ ��!����& ���� ��!�%���� � !�� ���;
@& ������� 	��������; 	����� �#� %��$ �#�%# �� ��� $�� (��� �� �#� �� � ��� �� �������
�� ��$ %��$ �!����$ (��� �� �#� �� ��
?& ����#��� 	��������; 	����� �#� %��$ �#�� �� ��� $�� (��� �� �#� �� � �#��� ������!
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������%� �� � %��$� �!����$ (��� �� �#� �� �� �� ��-���!�
B& 
#��(��� 	��������; 	����� �#� %��$ �#�%# �� ��� $�� (��� �� �#� �� � �#��� ���������
��� !�� �� �#� ������! ��%����� �� �� � !��)�# �� �#� % ����� � *�� �&
G& ������ 	��������; ��!�%� �#� %��$ �� *� �������� ������!$ � � �� �#� ��� �� %�����
�#�� ��� ��� $�� (��� �� �#� �� �& ��� �� ��(���%�! ���!$��� �� 	�������� 
� �����%�
���# ��Q����� ��������� %������� !��" �� O@?FP& ������� ���������� ����#��� ���������
��� ������ ��������� %�� *� ��(!������� �� � � �� ���� O(n2)& 
#��(��� ���������
#�� ���� %��(!�-��$ O(n2 log n) ��� �� �� %��( �������!!$ ���� �-(����+�&

����" )�
�� #���
� ��
��	����

��%�! ����%# �!)����#�� ��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ��� * �!� �� ���(!�
�� � ��' �������& � !�%�! ����%# �!)����#� �� %����� ��� ���� �(�������� %�!!��
��+�� �#�%# ���  ��� �� ��������� ��� �� � �� ����#��& �#� !�%�! ����%# �� �%� �!!$
� ���)#*��#��� ����%# (��%��� �#��� ��%# �� � #�� �� ����%����� ���)#*��#��� ��
�� ��& �#� !�%�! ����%# �!)����#� ��(�����!$ ��+�� �� � *����� ���)#*�� �� ��� �� ��
*����� ���)#*��� �-���& �#��� ��+�� �#�%# #�+� *��� (��(���� ��� �#� ��� %�� *�
)�����!$ ��+���� ���� �(������� �� ���� �-%#��)�� ���� ���������� ��� ��)� �-%#��)�&
�#� ���� �-%#��)� �(������ ���" �� � %# � ��$ �#�� �� �-%#��)�� ��� ����� �� �#�
��K ��%�& �� �#� ��#�� #��� �#� ���� ��������� �(������� ���" *$ ��!����) � ����
���� � �� � ��� ��������) �� �� ����#�� (������� �� �#� �� �& �#� ��)� �-%#��)�
�(������� �-%#��)� �#� ��)�� �� �#� �� � ��� ��!! *� ���%��*�� �� �����! �� �����
��%����& ��� �#� �-��(!� �� �#� ��� � �� � t∗� �� %�!!�� !�%�!!$ �(����! �#�� �!! ��#��
�� �� �� ��� ���)#*� �#��� ��� �� !���� �� !��) �� t∗& �� �������$ � !�%�! �(��� �� �#�
���)#*� �#��� �� �� ������! �� � �� ����%#�� ��� � ��! ���� �� *����� K �!��$& 8#��
� ��� *��� ��! ���� s′� #�� *��� �� ��� �� �� �%%�(��� ��� ��� ���)#*� �#��� N(s′)
�� �-(!����& �#�� (��%��� �� ��(����� �� ��� �� �� ���� ��(��+������ %�� *� �� ��&
� (�� ��%���  ���) �*�+� ����4%������ �� ��! ����� ��� ���)#*� �#���� �� )�+�� ��
�!)����#� G&

�������'� 1 ��%�! ����%#
�� ����� ��� ������
�	��

�� 
����� �����*!� ��! ���� s
�� 
#���� � ���)#*� �#��� � �%���� N
�� ������

�� ����%# ���)#*� �#��� N(s)
�� �$ (s′ ���# f(s′) < f(s) �� ��M �'��
�� ��� s = s′

	� �� �$


� ����� �� �����*!� !���� %��� ��! ���� s‘ �� �� ��
��� �� ����� ���

�#� �*'�%��+� �� !�%�! ����%# �!)����#� �� �� %����% ��+�!$ �((!$ ��(��+��) ��+��
�� �#� ��! ���� �� ����� �� �-(!��� �#� ���)#*� �#��� ������ %�� *$ N & ��� �#� ���
�#�� ���)#*� �#��� �� %�����!$ *���� �� ���(!� �� � ����4%������&
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��) �� ?&@; ��)� ����+�! ��� ��%����%���� �� ?,�(� �!)����#�

k8��� ����� 
����'

����) ���(!� !�%�! ����%# �!)����#��� �#� ���� ���� � ��� k,�-%#��)� ���)#,
*� �#��� �#�%# �� �� �-��(!� �� ��)� �-%#��)� �!)����#�& �#� k,�-%#��)� ���)#,
*� �#��� �� ��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� %�����!$ �������� �� �� k,�(�& ���
�#� ��� �#�� !�%�! ����%# %�� *� ��4��� �� ��!!���& ��� S %�����(���� �� �#� ��� ��
�!! �� �� �� � ��� ������%�& ���  � �!�� ������ %� � �����% p *������ �� �� �� S�
�#�%# ���� ��� �#� ������%� *������ �� �� ���# �#� � �*�� �� ��)�� ��� � � �! ��
*��#� �&�& �#� � �*�� �� ��)�� �#�%# ��(������ (��� �� �� � T * � ��� (��� �� �� �
T ′& �#� k,�(� !�%�! ����%# %�� �#�� *� ������ *$;

Nk(T ) =
{
T ′|p(T, T ′) = k, T ′ ∈ S

}
.

���� �#� �*�+� ��4������ �#� ������ %�� ��� �#�� �#�� ��������� ������ %�� � �#�!�
��� �� ����%# ���)#*� �#���� �#�%# �� (������������ *$ k& 5� �!!$� �#� #�)#�� �#�
k �� � k,�(� !�%�! ����%#� �#� *����� �#� ��� !���) �� ��& 	� �(��� �� �#��� ���%� �#�
���)#*��#��� ��2� )���� �-(�������!!$ ���# k� ��!$ ���!! k �((��� �� *� (��%��%�!&

+8���

�#� ?,�(� !�%�! ����%# �!! ������� �#� ���(!��� �� �#� k,�(� !�%�! ����%# �!)����#��
��� �#� ���& �#� ?,�(� �!)����#� ��� 4��� (��(���� �� O?JP� �+�� �#� )# �#� *���%
��+� #�� �!����$ *��� � ))����� �� OGEP& �#�� ��+� ��!���� ��� ��)��� �� � %����,
K ��%� �#� �� � �� �(����� ���� ��� ��)������ ��� �#�� �!)����#� ��%����%�� �#���
��)����� �� �#� ��#�� (����*!� ��$& � �%#�����% �!! �������� �� �#�� ��)� ����+�!
��� ��%����%���� �((���%# �� (�������� �� ��) �� ?&@&

1 �� �� �� �#��� �� �#� 4) ��� �#�� �(������� �� �K �! �� � �� � ��)���� ��+����!&
�#� ����� �� �#� �� � ��)���� B, ..., C �� ��+����� ���# ���(�%� �� C, ..., B& ��� �#�
� %!����� ���� ?,�(� !�%�! ����%# ����+�� �#� ��������� �� ��)�� �� �#� �� �& ���
�$������% ���� � ?,�(� ��+�  � �!!$ (��� %� �� ��(��+����� �� �#� % ����� �� �
�� d(A,C) + d(B,D) < d(A,B) + d(C,D)& �#��� �-��� ��� ��Q����� ��(������������
�� � ?,�(� ��+�� �&�& �#� ��+� (�������� �� �#� ��) �� ?&@ �� �K �+�!��� �� �#� ��+�
�#��� �#� �� � ��)���� *������ D ��� A �� ��+�����& ���%� ��� � ?,�(� ��+� ��
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������ �� ��(��+����� ���#�� d(A,B) > d(B,D) �� d(C,D) > d(A,C) �� *��#
� �� #�!�& ��%� �� �� �#�� �#� ��������� %�� *� %��%������� �� ��+�� ������$��)
d(A,B) > d(B,D)& �#�� ��(!$ �#�� ��%� A ��� B ��� 4-�� �� %�� !���� �#� ����%#
��� �� ��(��+��) ��+� �� %����� D �#�� ��� %!���� �� B �#�� A&

�� �� ��"� ��+����)� �� �#�� ���� �� ����)!��2 ��� 8����� O@?GP ������ %� � ����
��� %� �� �� �(�%��$ � ���*!� %��������� K �%"!$& ��� ��� ������) ��� ��%# %��$ � !���
�� �#� ��������) %����� ������ ���# ��%������) ������%��& 8#�� ���"��) ��� � ?,�(�
��+�� ��� #�� �� ����� �� �#� *�)�����) �� �#� !��� �� B� ��+� ������� �#�� )# �#�
!��� �*���+��) ��� ���*���  ���! d(A,B) ≤ d(B,D)& �#� ��N% !�$ �� �#�� �((���%# ��
�#�� %������) �#� !���� �� �� ���� %��(!�-��$ Θ(n2 log n) ��� ��K ���� �(�%� K ������%
�� n& �� � %����K ��%� �� (��%��%� �#�� !��� �� %�����!$ ������%��� �� ��!$ k,�������
���)#*� �� ��� ��%# %��$ ���# 4-�� k& �+�� �� �#� ��� !���) �� � ��$ ��� *� !�%�!!$
?,�(����!� �� ��� �!! (����*!� ��+�� ��� %���������& 	� �#� (��%��%�� �� )�����!� ��!$
� ���!! !��� �� �� � K �!��$ �� ��(����� OE?P&

�'� ���8������'�� �������'�

��� �+�� BF $���� �#� ���!�S� %#��(��� #� �����% ��� �#� ���+�!��) ��!�����
���*!�� ���  � �!!$ ��%�)��2�� �� *� �#� !�%�! ����%# �!)����#� �� ��� ��� 0����)#��
L�0M OJGP& �#�� �!)����#� �� *��# � )�����!�2����� �� �#� ?,�(� !�%�! ����%# �!)����#�
��� �� � �)����# �� ����� �#� ���� � �#��� #�� (��+�� �!$ �((!��� �� �#� )��(#
(����������) (��*!��& �#� � ��������! ���� �� �#� �0 #� �����% �� �� * �!�  (
%��(!�- ��+�� *$ %��*����) ���(!� � *��+�� �� ��(!�%� � +����*!� � �*�� �� ��)��&
��%� �� �� �#�� (��(���$ �#�� ��#��K � �� �!�� %�!!�� � +����*!� ��(�# k,�(�& �#�
� *��+�� %�����!$ ��(!�$�� ��� ?,�(� ��� B,�(� ��+��& �#� �0 #� �����% %�� *�
���%��*�� �� ��!!���& 	� ��%# ���(� �#� �� � �� *��"��  ( �� ��� ���� ������) � @,����
L� �(�����) ���� ���# �� �-��� ��)�M& �#�� @,���� %�� *� ���# ���� ����������� ���� �
(����*!� ��� �� � *$ *���"��)  ( ��� ��)� �� �#� ��)���,B ���� ��� %����%���) �#�
��� ��)���,@ �����& 
����K ���!$ �#� #� �����% (������� ��K �����! %#��)�� �� ��)��
 ���! �� � ��#�� �-%#��)�� ��� (����*!� ��  ���! �#� *��� k,%#��)� �� �� ��������� ��
�� ��& � ���� %��(��#����+� ���%��(���� �� �#� �0 �!)����#� �� !� )� ��$ *�$���
�#� �%�(� �� � ������������ ��� %�� *� �� �� �� �#� (�(�� *$ ��� ��� 0����)#�� OJGP&
�#� ���)���! ���,0����)#�� #� �����% ��� � ))����� ��� �#� �$������% ��� ��!$&

� ���� ����*�%" �� �#� �0 �!)����#�� *������ �#� #�)# �Q��� ������ ��� ��� ��,
(!����������� �� ��� ���#�� !��) � ����) ����& ��%� �� �� �#��� ��+���! ��(��+������
�� �#� ���)���! �!)����#� #�+� *��� ����& 	� �#� (�(�� O@?FP �����!�� ���%��*�� �
+������ �� �0 �!)����#�  ���) �#� ��)���� ��+����!� ��� ���� ���������& 	� �#��
+������ � �(�%��! B,�(� ��+� %������� �� � ���)!� %��$ �� ��!��)� �#� ���,0����)#��
���)#*� �#���& ���� ��Q����� �((���%#�� %�� *� �� �� �� O@BGP� ��� �� O@@EP& 	�
�#�� ��� (�(��� �#� ����%# ���)#*� �#��� �� �#� �� %�!!�� R���� ����������� 4���!$
� ))����� *$ �!�+�� �� ODGP �#��� �#� *��� �� � @,���� %��������) �� � %$%!� ��� �
(��# ����%#�� �� ��& � �Q�%��+� +������ �� �0 #� �����% *���� �� � ��K ��%� �� D,�(�
��+�� ������� �� ?,�(� ��)���� ��+����!� ��� � ))����� �� ?FFF *$ 
�!�)� � OAIP&
�#� ���������� �� �#��� ��+� ��K ��%�� �� �%%��(!��#�� *$ %���������) +��$ ���!!
%�������� !���� �#�%# ��� ���������� �� � +��$ %��(!�- ������& ��#�� �((���%#��
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��� +������� �� �#� �0 #� �����% #�+� ��$ �� *��� (��*!��� (��� %�� *$ +��$ !��)�
��� ������%��& ��#������� �� ��"� �#� ���,0����)#�� ����%#�� (������ *����� ��
�#� (��*!�����% ������%�� �� ��� OAP& �+�� �#� )# �#� +������ �� �0 #� �����% (��,
(���� *$ 
�!�)� � OAIP �� %�����!$ �#� ���� � %%���� ! ���� �#�� ��!$ � �� � K �!��$
�� %���������& ��#������� �� �� #��� �� ��$ �#�%# ��� �� �#��� +������� �� �#� ����
�Q�%��+�& ��� � %��(������ �� �#� ���,0����)#�� ��(!����������� �� ����� � ������
�� � ������������ �� � 1�#���� ��� �%���%# ���" �� #� �����%� ��� �#� �$������%
���+�!��) ��!����� ���*!�� OEBP&

����$ *����� +���	��� ��
��	����

�#� ���� �� ��� ��,���(���� %��( ���) #�� )���� �� (�( !����$ �+�� �#� !��� 4��$
$����& ���$ �� �#� ��� ��,���(���� �!)����#�� % �����!$ ��  �� ��� *���) �((!���
�� � ���� ���)� �� (��*!���� ����) �#�� ��� �� %� ��� ���� ��%"!��) �#� ���+�!��)
��!����� ���*!��& �#� ���� nature ��  ��� �� ����� �� ��$ %��(����� �� �#�
 ��+���� �#�%# �� ��� � (��� %� �� (!����� # ��� ����)�& �#� ��� ��,���(����
�!)����#�� ��� �� �#� %���)��$ �� �#� ����#� �����% �!)����#��� �#��� !���!� �� ��
(��*!�� (����% !�� ����������� ��  ��� �� �#� ����)� �� �#� �!)����#�& ��$��� �!!
�� *� �#� ���� ��(������ %�����* ���� �� *��!�)$ ��� ���� *$ 
#��!�� ������ ���#
#�� �#���$ �� �+�! ���� *$ ��� ��! ��!�%����& �� 
#���) %������� �� O??P �*���+��)
�#� �%#��+������ �� �����!�� ������ ������;

*�
� �� 	�� ���  
 �������� ������ "��������� 	��� ������ �� ��	�����
������ ������ ���� �� ��������� "��������� ������� ����� �������� ����������
�� ����� �� ��� ��"��� ���������

	� �� ������%� � � ��������� �� �#� *��!�)�%�! (��� �� ��� ��� �� %�� #�)#!�)#� ����
�� �#�  ��� ! (��(������& 	� ��� ��� ����)��) �#� �����,�Q *������ ��! ���� K �!��$
��� ���� �� *���% �� � �+�+�!& � !�"����� �����,�Q �� ���� �#��  ���) � #� �����%
�� ��!+� �#� �(����2����� (��*!���& �#� 4����� ����+�� �!� ��� �#��� ���# � (����
(��*!��,��!+��) ���� ��& 	� �� �#��� (��*!��,��!+��) ���� ��� �#�%# #�+� *��� �#�
�� �%� �� ���(������� ��� ���$ ��� ��,���(���� ��#��K ��& 8� ��!! ��� ��(������ ��+,
���! ����#� �����% �-��(!�� �� ��� ��,���(���� �!)����#�� ��� �(����2����� (��*!����
�*�+� �!! �#��� ��#��K �� �#�%# ��  ��� ��� ��%"!��) �#� ���+�!��) ��!����� ���*!��&


������� ���������

��� !���� �����!��) L��M ��� ������ %�� *$ 0��"(����% ��&�!& �� OIBP& �#� ��
�(����2����� ���#�� * �!�� �� � ����!����$ ����+�� ���� (#$��%� (��%����� �#��� �
!�� ����)$ ����� �� � ��!�� �� ��K ���� *$ �� �����!��) (��%�� ��& �#� ����!����$ ���#
%��*��������! �(����2����� �%% � �#�� �#� �(����! ��! ���� �� � )�+�� %��*��������!
�(����2����� (��*!�� %�����(���� ���# �#� !����� ����)$ �� �#� ��!��& �#�������� �
��! ���� �� � (��*!�� �� ����#�� (��� �*�� ��� � ���)#*�� ��! ���� �� �%%�(��� ���#
(��*�*�!��$ �%%�����) �� � ��!�2���� ������* ���� e

−ΔE
k∗T & 
��� ΔE %�����(��� �� �#�
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��Q����%� �� K �!��$ *������ �#� % ����� ��! ���� ��� �#� (��� �*�� ���& � ��#�,
����� k �� � �%�!��) (�������� ��� T %�����(��� �� �#� ���(���� �� �� �#� (��%���&
�#� #�)#�� �#� ���(���� �� �#� )������ �� �#� (��*�*�!��$ �� �%K ����) � (��� �*��
��! ����& 8#�� �#� ���(���� �� �� !��� ��(��+��) ��+�� ��!! *� (��+�!�)��& �$ ��,
� %��) T  ���) �� =�����!��) �%#�� !�= �� �� (����*!� �� ��� !��� �#� ����2��) (��%���&
�#� (�� ��%��� �� �#� �� �� �#��� �� �!)����#� D;

�������'� . ��� !���� �����!��)
�� ����� ��� �������
����
�����

�� t = T (0)� n = 1
�� *��� ��! ���� sbest = S
�� �'��� L����������� 
�������� 5�� !4!!��M  �
�� �������� s′ ∈ N(s)
�� YZ �� �*���� � ���)#*�� �� s  ���) �#� ��+� �(������ N() ZY
�� Δf = f(s)− f(s′)
	� YZ �� %��( �� �#� ��Q����%� �� 4����� ZY

� �$ ((Δf ≤ 0) �� (e

−ΔE
k∗T > random [0, 1])) �'��

��� s = s′

��� YZ �� �%%�(� �#� (��� �*�� ��+� �� �� �� *����� �#�� �#� % ����� ZY
��� YZ �� �� �#� ��!�2���� %�������� �� �����4�� ZY
��� �� �$

��� �$ (f(s) > f(sbest)) �'��
��� sbest = s
��� �� �$

��� t = T (n)
�	� YZ �� �((!$ �#� �����!��) �%#�� !� ��� ���� n ZY
�
� n = n+ 1
��� �� �'���

��� ��� �� sbest
��� �� ����� ���

�#� "�$ �� �#� �N%���%$ �� �� �� ��!+��) � �(�%�4% %��*��������! �(����2�����
(��*!�� ������ �� �#� ��4������ �� �#� �#� �����!��) �%#�� !� ��� ��+� �(������&
���%� �#� 4��� �((�����%� �� ��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� #�� ���+�� �� �
���� (��*!��� %��������� �� �#� ���)���! (�(�� �� 0��(����%" OIBP& ��� �#��� (����% !��
�((���%# �#� �� ���)#*� �#��� ��� ?,�(� !�%�! ����%#��& 	� ��������� �����S� �#�
������������ O@BP %��(��#����+�!$ ���!$2�� �#� �(����! �����!��) �%#���� ��� �#�
���&

��� ������ ������4�����

� ��%��� ��� ��%������)!$ (�( !�� ����#� �����% �((���%# ���(���� *$ ��� ��
�� �#� ��� 
�!��$ �(����2����� L�
�M �� ��� �!)����#�� ������ %�� �� @JJE *$
����)�& �
� OBIP (������� � (�( !����� *���� �((���%# �#�� ��� ���(���� *$ �#�
*�#�+��� �� ���! ���� �� ��� ��& �#� ���� ���� �� �#�� �((���%# ���%� �#� ����������
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�#�� ���� �� ��� �� �((��� +��$ �Q�%��+� �� 4����) �#� �#������ (��#� �� � ���� �� �%�&
�#� ���� ��� %�(�*!� �� 4�� �#� �#������ (��#� �#�� )# %��� ��%����� �����������
*$ !��+��) (#������� ����!� �#�!� �-(!����) ��� ����& ��� �#� ���+�!��) ��!�����
���*!��� �
� ��(������� � %����� %��+� �((���%# �#�%# �� ���K ���!$  (�����  ���!
���� ���((��) %�������� �� ���%#��& �������) ���# n ����� ��%# !�%���� �� � ��Q�����
%��$� �#� ���� %����% ��+�!$ ��+� �!��) �#� ��)�� �� %����� �����*!� �� ��& �������,
������ �� �#�%# %��$ �� +���� ��-� ��� ���� �� � (��*�*�!����% ������ *���� �� �#�
(#������� ����! !��� �� ���!��� ��+����)�����& ����� ��%# ��������� �#� (#������� ����!
��  (����� ��(������) � #�)#�� ��� �� �� (#������� �� ��)��  ��� �� �#� �#������
�� ��&

��+���! ��(��+������ �� �#�� *���% �((���%# #�+� *��� (��(���� �� �#� !�����,
� ��� ��(�%��!!$ �#� %��' �%���� ���# !�%�! ����%# �� �(���  ( �#� ����%# (��%��� O@?DP&
�#� %��( �������! ��� !�� ���%��*�� �� �#� !������ �� ���)� ���� +��$ (��� �� ���,
����� K �!��$ �� OBJP �� ��! ����� �� +��$ )��� K �!��$ (�������� �� O@?DP& ��� ����
"���!��)� �� �
� ��� �#� ��� ��� �!�� �� ���� ��#�� %��*��������! �(����2�����
(��*!��� �� ����� �� OBJ� @?DP&

�&���������� �������'��

�+�! ������$ �!)����#�� L��M ��� !��� �#� (��%��� �� *��!�)�%�! �+�! ���� ��
��� ��& �#��� ��� ����%# ���#��� �#�%# ��� ����+���� *$ ��� ��! ��!�%���� ���
� �+�+�! �� �#� 4����� ���� *��!�)�%�! ���!�& �� (������� � ����%#  ���) � (�( ,
!����� �� ��! �����& ��%# ��������� �&�& )��������� �� �� �� ��%! ��� � %��(�����+�
��!�%���� ����) �!! ��! ����� �� �#� (�( !�����& �#�� ��!�%���� ��� !�� �� � �+�+�! ��
�#� 4����� ��� ���� �� �� �#� (��� ��! ����� ���� �#� (�( !�����& ��%��*������� ��
(�������� *$ �-%#��)��) (���� �� � ��! ���� ���# ����#�� ���& �#�� (��%�� �����
�#� ��� ��! ���� �#�� ��$ *� *����� �#�� �#� (��+�� � ����& � ��#������� � ��,
! ���� %�� *� � ����� *$ ����( !����) � (��� �� ��& �#� �+�! ������$ �(��������
��%��*������� ��� � ������� ���  ��� �� �+�!+� �#� (�( !����� ������� ����� �� �#�
�(�%� �� �#�%# )��� ��! ����� �-���& �� � ��'�� �+�! ������$ �!)����#� %!����� #�+�
*��� ������ %�� � ���) �#� !��� DF $����; )�����% (��)������) �� � %��( �������!
���#��� �#�%# ��� (��(���� 0�2� OIGP� �+�! ������$ ������)��� L��M ��+�!�(�� *$
��%#��*��) O@@DP� �+�! ������$ ���)������) L��M ������ %�� *$ ��)�! OGIP� ���
������% �!)����#�� L��M� (��(���� *$ 
�!!��� OAJP& �#� )�����! ���(!��� �� �� ��
�� �#��� �� �!)����#� A& �!! ��������� +������� �� �+�! ������$ �!)����#� L��� ���
��� ��M ��� �(�%��! %���� �� �#�� �%#���&

��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� �#� �+�! ������$ �!)����#�� ��$ *� �#���!$
� �!���� �� ��!!���& �������) ���� � (�( !����� �� k ����+�� �!� �&�& �� ��� ��!�%�
k′ ��Q����� ����+�� �!� ��� � ������ ��� (������ ��� �����)& ������� � �������
�� �#� ��!�%��� ����+�� �!� ��� �#� �����) ��%��*�������& 	� ��%��*������� �#�
����������� �� ��� (����� ����+�� �!� ��� %��*���� �� ����� �� %����� �� �Q�(���)
����+�� �!& �#�� ��!�%� k �-�����) ����+�� �!� �� �#� ��� (�( !����� � %%�����) �#�
��!�%���� ������)$& �#�� (��%�� �� �� %����% ��+�!$ �((!��� ��� ���� ���������� �&�&
)����������  ���! ���� ����������� %������� �� ���& ��� � ��#�� ������) �� �+�! ����,
��$ �!)����#�� �� ����� �� OE� @FG� @?BP&
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�������'� ? �+�! ������$ �!)����#��
�� ����� ��� ��

�� t := 0
�� ������!�2� (�( !����� (P (0))
�� �+�! ��� (P (0))
�� ������
�� P ′ := ��!�%� ��� +�������� (P (t))
�� ��%��*��� (P ′)
	� � ���� (P ′)

� �+�! ��� (P ′)
��� P (t+ 1) := ��!�%� ��� � �+�+�! (P (t), P ′)
��� t := t+ 1
��� ����� ��������� [ �� �
��� �� ����� ���


������ �������'��

������% �!)����#�� ���� ������ %�� *$ 
�!!��� �� �#� @JEF� OAJP� ��� ��!! ��,
����%#�� *$ ���$ � �#��� � � (������ ���� OG?�GJ�DF�@F@�@FE�@@G�@??�@?A�@BF�@B@�
@BD�@BAP& �#��� ��%#��K �� ��� ���(��+� ����%# ���#��� *���� �� �#� ����� ���� ��
��� ��! ��!�%���� ��� �#� � �+�+�! �� �#� 4����� %��%�(�& � %��(��#����+� ������ %,
���� �� ������% �!)����#�� �� )�+�� �� ��!�*��)S� *��" ODAP& �#� ���� ���(�������
*�#��� �� �� �� ����� ���# ������!$ %������ ������! ��! ����� ��� ��(!����� �#�
� �+�+�! �� �#� 4����� ������)$ �� ��+�!�( �#� *����� ��! ����� �#�� )# ���������� �&�&
)����������& � ������% �!)����#� (��%��� ��%! ��� ������! (�( !����� )����������
4����� �+�! ������ %#�������� ��!�%���� ��� �((!$��) �#� )�����% �(������� ��� ��,
(��� %����� ��%��*������� ��� � ������& �#� (�� ��%��� �� � �� %�� *� ���� ��
�!)����#� E&

�������'� 5 ������% �!)����#�
�� ����� ��� ��

�� ������!$ )������� �� ������! (�( !����� P (t)
�� �'��� L����������� 
�������� 5�� !4!!��M  �
�� 
��( �� �#� 4����� f(p) ∀p ∈ P (t)
�� �%%�����) �� f(p) %#���� � � *��� �� P (T )� ����� �#�� �� M(t)
�� ��%��*��� ��� � ���� ����+�� �!� �� M(t)� ����� ��� !�� �� M ′(t)
�� �������� P (t+ 1) *$ ��!�%���) ���� ����+�� �!� ���� P (t) ��� M ′(t)
	� t = t+ 1

� �� �'���

��� ��� �� *��� p ∈ P (t− 1)
��� �� ����� ���

	� ����)���) � ������% �!)����#�� #�� �� ��%��� � ����%# ��! ���� �� � *���%
��� "�$ ��� � O?@P& ���$ �(����2����� �(������� ��� ���+�!��) ��!����� ���*!��
���� (��(���� *$ ��!�*��) ODAP& �  � �!!$  ��� ��%����) ������)$ �� �����(�������
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�-(������� O@@AP& 	� �#� �����(������� �-(������� ��%����) ������)$� ��%# %��$ �� �#�
��� �� ��%���� �� � )��� �� �#� %#��������& �#�� ��%����) ��%! �� �#� %���������
�#�� ��%# %��$ �((���� ��%� ��� ��!$ ��%� �� �#� %#��������& �����(������� �-(���,
���� �� �#� ���� ��� �� �-(������� ��� ��� �#�%# *���� �� �#� ����� �� �� �� �� �#�
��#�� #��� � %# � (��%�� �� ��$ !���� �� �������*!� �� � ����� ����������! %�����+��
�(������& �#�� �� �  � �! �%% ����%� ��� ���& �+�� �� �����*�!��$ %�� *� ����������
�� ���$ ��$� *$ ���� ��(��� �!)����#��� � %# �!)����#�� %�� �(��� � � *�������!
��� �� �� ���� ��� %�� ��#�*�� %��+��)��%� O@@AP&

�� �+��%��� � (����*!� %������� �� �������*!� �� �� ����#�� ��%����) ���#�� ���
������ %��& 	� �� �#� ������ 0�$� ��%����) OJP �#�%# �� ������ %�� *$ ����& 	� ���,
��� "�$� ��%����) � ������ � �*��� ��%��� �#� %����� %���� �� �#� ��! ����& � %#
��(����������� ) �������� �#�� �����*!� �� �� ��� (�����+�� � ���) �#� �((!�%����� ��
)�����% �(�������& 	� �#� ��� �#� %�����+�� ��� � ������ ��� ��� �� ���� ��(������
��%���� ��� �#� � %%��� �� �#� �!)����#�& 
�����+�� �� � ��%��*����) �(������ �#��
��"�� ��� ����+�� �!�� ��� % �� �#��� %#�������� �����)� �� � � �*�� �� %#���� (�,
�������& �#� � *,��)����� (��� %�� *$ �#�� % �� ��� �#�� ��-�� ��� ��%����%��� ��
(��� %� � �#�!� %#�������� ���# ���� ��� �� �#� ��� (������& �#�������� �#� *���%
��!� �� ��%��*������� �� �� ����������� �-%#��)� *������ � %%���� ! ��! �����&

� �*��� �� ��Q����� ��%��*������� �(������� #�+� *��� (��(���� �� �#� !�����,
� �� �� ��!+� �#� ���  ���) � ��& �#� (�����!!$ ��((�� %�����+�� ODAP� !����� �����
%�����+�� OBBP ��� ����� *���� %�����+�� OJ� DAP ��� �#�  � �!!$  ��� ��%��*�������
��#��K �� �� �#� ��� %����-�& �-%�(� �#�  � �!!$  ��� ��%��*������� ������)$� ���$
��Q����� ��%��*������� �(������� ��� (��(���� ��� �#� ���� ��� �-��(!�; � *,�� �
%�����+�� O@BBP� ��)� ��( %�����+�� OGJP� ������%� (�����+��) %�����+�� O@F@P� )�����%
%�����+�� O@F?P� ��� OEDP� ��V O@FDP� ��V O@FAP� #� �����% *���� %�����+�� OJ?P&

�#� ��#�� )�����% �(������  � �!!$  ��� �� � ������& 	� ��  ��� �� (��� %� �#�
+�������� �� )������& � ������ �� �((!��� ���%#����%�!!$ �� � %#�!� ����� ��%��*���,
����& 	� �!���� ��� �� ���� )���� ���# � ���!! (��*�*�!��$ �!!����) � ���!! ��� ��
�� ������ ����%#& �� � ��� !� �� �#�� �� (���� �� �#� �#�!� ����%# �(�%� #�� �
2��� (��*�*�!��$ �� *���) +������ *$ �#� )�����% �!)����#�& �#�������� � � ������
�(������ ��  ��� �� ��#��%� �#� ��+�����$ ��� (��+��� � %#��%� �� ��%�(� ���� !�%�!
�(����& ���$ � ������ �(������� ���� (��(���� � %# �� ��+����� ������� ���(!�%��
���(� #$*��� � ������ OIFP� ��� #� �����% � ������& �#� 4��� 4+� !����� #��� ���
���!�2�� *$ ���!! ����4%����� �� )����& 
� �����% � ������ ��� (��(���� *$ 
#��)
��� ��� O?FP� �#�� �(������ ���(�� � ���)#*��#��� ������)$ �� ��(��+� �#� ��! ����&

�+���!! �#� ������% �!)����#�� #�+� �#��� �#����!+�� �� *�  ��� ! ��� �N%����
�#�� �#� ����%# �(�%� �� !��)�� %��(!�- �� (���!$  ���������& � !�� �� (��)���� ���
���� ��%���!$& 	� ?FFA� 
����� ��� ��)���!� (��(��� � ��� �� %#�������� ���
�� �#�� ��!���� �(������� ��� �#� � !��(!� ��� O@JP& 	� ?FFE� �) $�� ���%��*�� �
#$*��� �� *���� �� � (���!!�! ��(!���������� �� � � !�� (�( !����� �����$,�����
�� ��+�!+��) !�%�! ����%# #� �����%� O@FEP&

� �� ��� ������&��

��)� ��( 
�����+�� L��
M OGJP �� �� ��(!���������� �� �#� ��%��*������� �(,
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������ ��� ������% �!)����#��& 	� ��"��  �� �� � �� %�!!�� ��)� ��(& ��)� ��( �� �
��*!� �� �#�%# ��%# !�%����� �� (!�%��& ��� ��%# !�%����� �#��� �� � !��� �� �#�%# �#�
���)#*� ���) !�%������ ��� !����� ���# �#�� !�%�����& ��%��*������� �� �#�� ����*,
!��#�� �� ��!!���& 
#���� �#� 4��� !�%����� �� ��� �� *��# (������ �� *� �#� % �����
!�%�����& ��%��� ���( �� �� ����+� �#� % ����� !�%����� ���� �#� ��)� ��( !����& 	�
�#� % ����� !�%����� ���!! #�� ��������) ��)��� )� �� �#� (��+�� � ���(� ��#������ )�
�� �#� ��-� ���(& 
#���� �#� ��� % ����� !�%����� ���� �#� ��)� ��( !���� �� �#�
% ����� !�%����� �� �#� ��� ���# �#� �#������ ��)� ��( !���& 	� �#��� ��� ��������)
!�%������� %#���� �#� ��� ���# �#� �#������ ��)� ��( !��� �� *� �#� % ����� !�%�����
��� ��� �� �� ��%��� ���(&
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������%� ������+��) 
�����+�� L��
 M �� ����#�� ��(!���������� �� �#� ��%��,
*������� �(������ ��� ������% �!)����#��& 	� �����(�� �� %����� � ��� �� � ���# �#�
���� ������%� �� *��# (������ OAIP& 	� ����� �� ����*!��# �#��� �#� %������ �� �#�
4��� (����� �� %�(��� �� �#� �Q�(���) ��� �!! ��)�� �#�� �� ��� �%% � �� �#� ��%���
(����� ��� ����+��& �#� ��� !���) ���)����� ��� ��%����%��� ���#� � ��"��)  �� ��
���,�+��!�((��) ��)�� �� �#� (������& 	� ��)� (i, j) #�� *��� ������$��� �#� �������
�+��!�*!� ���)#*�� k �� i ���� �#� ��������) ���)������ �� ��!�%��� ��� �#� ��)� (i, k)
�� ����� �� �#� �� �&

�������� 	�
���
� ����(�����)�*���+��� ��������(���)���*�+

,
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�
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8� (��%��� �� ��-� � *��%���� �#�%# ��!! �� ���� �����!� ���%��*� �#� #$*���
)����% �!)����#��&
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$*��� ������% �!)����#�� ��� �+�! ������$ �!)����#�� �#�� ��%! �� � ���)� ��
����+�� �! �(����2����� �� !������) �� (��� �� �#��� ����%# ������)$& ����� * � ���
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�!!� �� �#� �������%�� %�� *� ���%�� �� OGA� AA� @?JP&�#� ���� *���% 
$*��� ������%
�!)����#� %�� *� ���� *�!�� �� �!)����#� I ;

�������'� @ 
$*��� ������% �!)����#�
�� ����� ��� ���	����

�� ������!$ )������� �� ������! (�( !����� P (t)
�� �'��� L����������� 
�������� 5�� !4!!��M  �
�� 
��( �� �#� 4����� f(p) ∀p ∈ P (t)
�� �%%�����) �� f(p) %#���� � � *��� �� P (T )� ����� �#�� �� M(t)
�� ��%��*��� ��� � ���� ����+�� �!� �� M(t)� ����� ��� !�� �� M ′(t)
�� 	�(��+� *$ !�%�! ����%# (M ′(t))
	� �������� P (t+ 1) *$ ��!�%���) ���� ����+�� �!� ���� P (t) ��� M ′(t)

� t = t+ 1
��� �� �'���

��� ��� �� *��� p ∈ P (t− 1)
��� �� ����� ���

	� �#� (�� ��%��� �� �#� #$*��� )�����% �!)����#� �#� ��Q����%� ���� �� ����
� �������� �� �� �#�  �� �� !�%�! ����%#& 	� ��  ��� �� ��(��+� �#� ���!$ %������
����+�� �!�& �#� ������ �#� !� ���� �#�� �#�� �� ' �� ��� (����*!� ��$ �� #$*����2�
� �� ���# !�%�! ����%#& �+�� �#� )# �� ����� ���� �#� �!)����#� I� �� *� � ���+�
����� %#��)�� �� �� ��%� � %� %��! ��+������ ���� � %�����%�! ��& 
$*��� )�����%
�!)����#�� ��� ���(���� *$ ����! �� ��' ������ �� ��� ��! �$����� �#�� %��*���
�+�! ������$ ��' ������ �� (�( !������ �� ����+�� �!� ���# ����+�� �! !������)&

	� �#� !������ ��� 
$*��� ������% �!)����#�� #�+� �!�� *��� ����� ������%
�!)����#�� L��M OAF� IDTIE� @F?� @@FP� ������% ��%�! ����%#��� L���M O@FFP� �����,
%"��� ������% �!)����#�� O@FBP� ��!������� ������% �!)����#�� OIIP& �#� ������%
�!)����#�� ��Q�� ���� ��#�� #$*��� �+�! ������$ ��%#��K �� �� �#�� �!! ����+�� �!�
�� �#� (�( !����� ��� !�%�! �(��� �� ���%� ����� ��%# � ������ �� ��%��*��������
� !�%�! ����%# �� �((!���& �#� ���� )�����% !�%�! ����%# L���M ��� 4���!$  ��� *$
5!��� �� O@?EP �� ���%��*� �� �+�! ������$ �!)����#� ���# ��%��*������� ��� �#��
�((!��� !�%�! ����%#& 	� O@EP� � � � ))��� � ��� �!)����#� ���# ���,0����)#��
#� �����% �� �#� ���)#*� �#��� (��%�� ��& �#�$ ��+�!�(�� � k,(���� ��%��*�������
�(������ ���# �� ���������! ��(��� ��%#����� ��� (��� %��) �#� �����*!� �Q�(���)&
	� OEJP 0���$��� � ))��� �� �+�! ������$ �!)����#� ���# ���,0����)#�� �!)����#�
��� ���!! (�( !������� L#�  ��� ' �� ��� ����+�� �!�M ��� � #� �����% ��%��*�������
�%#���& �#�� �((���%# �� !�"����� �� �#� �������� ���,0����)#�� #� �����% * � ��,
%������ ��+����4%����� �� �%#��+�� *$ �#� %�����+�� �� �#� % ����� ��! ���� ��� �#�
*��� ��! ���� �� ��&

	� 
#�(��� B �� ��!! �$�������%�!!$ �� �$ �((���%#�� �� 
$*��� ������% �!)�,
���#�& � ��#������� �� ��� )���) �� ��+����)��� ���� �� �#� %����� %��+� ��� !�%�!
����%# �((���%#�� �� #�+� ���%��*�� �� �#�� %#�(��� ��� �� %��(��� �#��� (�����,
���%� �� � � )������ )�����% #� �����% �((���%#� ��� �$������% ���+�!��) ��!�����
���*!��&
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����& ,	��	�
 � �
� �����	��� ��� ��� �#�

������) �#� �-�%� ��! ���� �� � ���+�!��) ��!����� ���*!�� ���# n %����� ��+�!+��
�� %#�%" (n−1)! �� (����*!� �� ��& �+�! ����� �� �!! (����*!� �� �� �� �������*!� ��� �+��
���!! ������%�� �� ���& ��� 4����) �#� �(����! �� � 
�!� ��� 0��( OAEP ������ %��
�#� ��!!����) �$����% (��)������) ���� !�����; ��+�� � � *��� �� %��$ (��������
���%�����) �#� 4��� %��$� S ⊂ {2, 3, ..., n} ��� l ∈ S� !�� d∗(S, l) ����� ��� �#� !��)�#
�� �#� �#������ (��# ���� %��$ 1 �� %��$ l� +������) �!! %����� �� S �� *������& ���
S = {l} , d∗(S, l) �� ��4��� �� d1l& �#�� �#� �#������ (��# ��� !��)�� ���� ���# |S| > 1
��;

d∗(S, l) = min
m∈S\{l}

(d∗(S\ {l} ,m) + dml). L?&JM

	� %��%! ����� �#� ������! �� � !��)�# ��� � %��(!��� �� � �#�%# ��%! ��� ��� ��,
��) �� %��$ @ ��;

d∗∗ = min
l∈{2,3,...,n}

(d∗({2, 3, ..., n} , l) + dl1). L?&@FM

5���) �#� �K ����� ?&J ��� �#� �K ����� ?&@F� �#� K �������� d∗(S, l) %�� *�
%�!% !���� ��% ���+�!$ ��� �#� ������! �� � !��)�# d∗∗ %�� *� �*������& 	� � ��-�
���(� �#� �(����! (��� ������ π = {1, i2, i3, ..., in} �� %��$ (������� 1 �#�� )# n %��
*� %�!% !���� �((�����!$� �������) ���# in ��� ���"��) %����% ��+�!$ *�%" �� i2& �#�
���( ��"� ��+����)� �� �#� ��%� �#�� � (��� ������ π %�� *� �(����! ��!$ ��

d∗∗ = d∗({2, 3, ..., n} , in) + din1 L?&@@M

���� ��� 2 ≤ p ≤ n− 1�

d∗({i2, i3, ..., ip, ip+1} , ip+1) = d∗({i2, i3, ..., ip} , ip) + dipip+1 L?&@?M

�#� %��(!�-��$ �� �(�%� ��� ������) �#� +�! �� ��� �!! d∗(S, l) �� (n−1)2n−2 �#�%#
����%�!$ ������%�� �#� �$����% (��)������) �!)����#� �� ��� �� ���!! ��2��& 	� �(���
�� �#�� ��� +��$ ���!! ��� ������%�� �#�� �((���%# �� ���� ��� �N%���� OAGP&

� K ��� ��Q����� ���#�� %�� ���! ���# !��)�� ������%�� *$  ���) � ��!�-����� ��
�#� �� (��*!��& �#�� (��%�� �� �������+�!$ ��)#���� �#� ��!�-����� ��!! � ��! ���� ��
�� ��& �#�� ���#�� ��� ��!+��) �� (��*!��� �� %�!!�� ������� ����� 	����� ��� ���
������ %�� *$ ����2�)� � !"������ ��� 1�#���� �� @JDG OBFP&

��%# ��������� �� � ���#�� *�)��� ���#  ���) �#� ��!�-����� Ax ≤ b� �#��� �#�
(�!$#����� P ���������� *$ �#� ��!�-����� %������� S ��� �� *� ����& 	� ��������
�#� �(����! ��! ���� x∗ �� �#� ��!�-�� (��*!�� %�� *� ���%#��  ���) �������� ��
��!+���& 	� �#� x∗ �� �� *�!��)� �� S� �#� �(����! ��! ���� �� �#� ���)���! (��*!��
�� �*������& 	� ��� �#�� � !����� ���K �!��$ %�� *� �� �� �#�%# �� %������ *$ �!!
(����� �� S * � +��!���� *$ x∗& �#�� ���K �!��$ �� %�!!�� � % ����) (!��� �� % �& 	� ��
���������! % ����) (!���� %�� *� �� �� �� �#� ��(��+����� *�%���� +��$ ���!!� �#�
(��*!�� �� *���%#�� ���� ��� � *(��*!���& �#��� � *,(��*!��� %�� *� ������2��
����+�� �!!$& ����%#��) �� ���� �������+�!$ �#�� !���� �� � *����$ ���� �� � *(��*!���&
�#�� ��%# �� � � *(��*!�� �� ��!+�� ���#� � � ��#�� *���%#��) �� �� �� �� �� *�
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����!�+���& 	���!�+��� ����� �#�� ��!�-�� +������ (��+�� �!$ (��� %�� � !��)�� (��#
�#�� � ��! ���� �� ����#�� � *(��*!��& �#�� ���#�� �� %�!!�� *���%# ��� % � ���
��� ������ %�� *$ ���*��) ��� ����!��� �� @JJF O@@BP& �#� *���%# ��� % � ���#��
�� � +�������� �� �#� *���%# ��� *� �� (��%�� �� (�������� *$ ���� ��� ���)� ��
@JAF OIJP&

�#� ������! (�!$#����� P  ��� *$ ����2�) OBFP %������� �!! +�%���� x � %# �#�� ���
�!! e ∈ E �� 0 ≤ xe ≤ 1& � ��#������� �� �#� ��� !���) �� � ��%# %��$ �� %����%��� ��
�-�%�!$ ��� ��#�� %�����& ��Q����� ���#��� ��� 4����) % �� �� (��+��� � *,�� �� L�� �
���� ���	������� ���)��������M ��� �� ��� �� �� ����)�� ��! ���� ��	��
 ����� ����
��+�!�(�� �+�� ���� OAGP& �� (������ �#� ���� �Q�%��+� ��(!���������� �� �#�� ���#��
�� <������� ���%��*�� �� OGP& 
��%���� �� � %��( ��� %��� ��� �#� �$������% ���+�!��)
��!����� (��*!��& �#� %��� �� ������� �� �#� ����< (��)������) !��) �)�& �� �#�
���� �� ������) �#�� ������������ �#� 
��%����S� ��� ��!+�� #�� *���  ��� �� �*����
�#� �(����! ��! ����� �� @FA �� �#� @@F ������%�� ���� ����	� O@@JP& 	� 
#�(��� B
�#� 
��%����S� ��� ��!+�� ���  ��� ��� %��( ���) �#� !���� *� �� ��� �#� K �!��$
�� ��! ����� ��� ������ �!)����#��& � ��#������� �� 
#�(��� G �� ���  ��� �� � ��!+��
��� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!��&
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��� !�� �� �#�� %#�(��� ��� ( *!��#�� �� �#� ��!!����) ����%!��;

• �& �'���'�+�%� 	�R ��%� �� �������) � 
$*��� ����%#�� 	��� �#� �+�! ������$
�!)����#�� ����������� �� ��� #�"�������� ������������� 0��������������� ���
<�	����� #������ <����������� �������2� L?FFIM� @@DT@@I&

• �& �'���'�+�%� ��� �& � *�� ��� �& �'���'�+�%� 	�(�%� �� �������) � ?,�(�
�!)����#� ����� ��%�! ����%#�� 	��� �#� ������% �!)����#�� ����������� ��
��� @�� *#0�# ������������� ���������� �� ������� �����	����� ��� ��		��
���������� ��< %AA@�� ���%��� L?FFJM� GIDTGJF&

• �& �'���'�+�%� ��� �& ������"� H ��������+� ���!$��� �� ��(����� ��� 
��,
*���� ���������%� �� ��%�! ����%#�� ��� ������% �!)����#�� (��, �� � �������
�� ������������� <��������� �� !��������� &�������� !& %A>>�� \ ��%#� L?F@@M�
@BF&

• �& �'���'�+�%� ��� �& ������"� H ��������+� ���!$��� �� ��(����� ��� 
��,
*���� ���������%� �� ��%�! ����%#�� ��� ������% �!)����#�� ����������� ��
��� CC�� ������������� <��������� �� �����	����� ���������
 ����������� ���
%A>>�� � *��+��"� L?F@@M� D@DTD?F&

��� �
�������	�


������% �!)����#�� L��M� �#�%# ��� �� �����! ���%��*�� �� ��%���� ?&?&G  �� ����
��%#������ ���(���� *$ *��!�)�%�! �+�! ���� OAJP& �#�$ ��� �((!��� �� � 4���� ���
�� ����+�� �!� %�!!�� (�( !�����& ��%# ����+�� �! �� � (�( !����� ��(������� ��� ��
�#� �����*!� ��! ����� �� �#� ����%# �(�%�& ��((��) *������ )�����% %���� ��� �#�
����%# �(�%� �� %�!!�� ��%����) ��� %�� *� *����$ �� �+�� ���� �!(#�*�� �� #�)#��
%������!��$& ���� %#��%� �� ��%����) �� � *���% %�������� ��� � %%���� ! �((!�%�����
�� � )�����% �!)����#�& ��%# ����+�� �! �� �#� (�( !����� �� ����)��� � +�! � %�!!��
4�����& ������� ��(������� � ��!���+� ����%���� �� K �!��$ �� �� ����+�� �! %��(���� ��
��#�� ����+�� �!� �� �#� (�( !�����& ��!�%���� �(������ %#����� ����+�� �!� ���� �#�
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% ����� (�( !����� ��� ��"�� �#� ���� �#�� ��� ����������� �� �#� ��-� )���������&
�#���*$� ����+�� �!� ���# *����� 4����� ��� ���� !�"�!$ �� � �+�+� �� �#� (�( !�����W�
��-� )���������& �#� ��%��*������� �(������ %��*���� (���� �� )�����% %��� �� �#�
����+�� �!� L(������M ���� %���� �� ��� ����+�� �!� L�Q�(���)�M& � %# � ��-��) ��
)�����% �������! ���*!�� �#�� ��!!,4���� ����+�� �!� �� �#��� ��!���+�!$ )��� )����
)�+� �+�� *����� �Q�(���)& �$ � � %%����+� �((!�%����� �� ��!�%���� ��� %�����+��� �#�
��+�����$ �� )�����% �������! %�� *� ��%������ �#�%# !���� �� � (����� �� %��+��)��%�
�� � !�%�! �(��� � �#�%# ��$ *� ��� ���� � )!�*�! ���& �#� %��(������ �� �#�
)�����% �!)����#� �������� �$���� ���; �����$(�� ������� � �%����� ��%��*�������
��!�%���� � ������ ������ ��(!�%�� ��� ����������& 	� �#�� %#�(��� �� �� �$ � ��!!
��4��� (��*!�� �� � ���+�!��) ��!����� L���M� �����!� �*� � �#�� (��*!�� %�� *�
�� �� �� ��%���� ?&@& 	� �#� ��� � ��� {C1, C2, ...CN} �� %����� �� %��������� ��� ���
��%# (��� {Ci, Cj} �� ������%� %����� � ������%� d(Ci, Cj) �� )�+��& �#� )��! �� �� 4��
�� �������) π �� �#� %����� �#�� ������2�� �#� K �����$

N−1∑
i=1

d(Cπ(i), Cπ(i+1)) + d(Cπ(N), Cπ(1)). LB&@M

�#�� K �����$ �� �������� �� �� �#� �� � !��)�# ���%� �� �� �#� !��)�# �� �#� �� �
� ��!����� �� !� ��"� �#�� +������) �#� %����� �� �#� ����� �(�%�4�� *$ �#� (��,
� ������� ��� ����) �� �#� ��� �� �#� ������! %��$& 8� ��!! %��%������� �� �#�� (�,
(�� �� �#� �$������% ��� �� �#�%# �#� ������%�� ������$ d(Ci, Cj) = d(Cj , Ci) ���
1 ≤ i, j ≤ N ��� ���� �(�%�4%�!$ �� �#� � %!����� ������%�& �#� ��� �� "���� ��
*� 2������ OD?P� �+��  ���� � *�������! ������%������ � %# �� �#� %��� ���# � %!�����
������%�� �#��� ��� ���$ �-%�!!��� �!)����#�� �#�%# (������ ��!! �+�� �� +��$ !��)�
%���� OD?P&

�#� ?,�(� �� � ���(!� !�%�! ����%# �!)����#� ��� �#� ���� �� �� �� �����!� ���%��*��
�� ��%���� ?&?&B& �#� ���� ���� *�#��� �� �� �� ��"� � �� �� �#�� %������ ����!� ���
������� �� �� �#�� �� ���� ��� %���� ����!� ��$ ����& �#� ?,�(� !�%�! ����%# ��!! *�
 ��� �� #$*����2� �� ����#� �����% �� ��!+� ���& �!�#� )# �#� ?,�(� �!)����#� OGGP
(������� ��!! ��� %�� *� �((!��� �� ���+�!��) ��!����� ���*!��� ���# ���$ %������
�� 4��� ��!$ � !�%�! ����� �& �#� *���% ���( �� ?,�(� �� ��!��� ��� ��)�� ���� �
�� � ��� ��%����%� �#� ��������) ���)����� �� �#� �� � *$ �����) ��� ��� ��)��&
��%� �� %#���� �#� ��� ��)�� �� ��!���� �� �� ��� #�+� � %#��%� �*� � �#�%# ��)��
�� ��� �#��� �� ��!$ ��� ��$ �� ��� ��� ��)�� �#�� ��� !�� �� � +�!�� �� �& �#�
?,�(� �!)����#� ��(�����!$ !��"� ��� ?,�(� ��+�� �#�� ��%����� �#� %��� �� �#� �� �&
� ?,�(� ��+� ��%������ �#� %��� �� � �� � �#�� �#� � � �� �#� !��)�#� �� �#� ���
��!���� ��)�� �� )������ �#�� �#� � � �� �#� !��)�#� �� �#� ��� ��� ��(!�%�� ��)��&
� ?,�(� ��+� �� �#� ���� �� ��+�����) � � *��K ��%� �� %����� �� �#� �� �& �#�
������� ���)#*� � �!)����#�� �����!� %�� *� �� �� �� ��%���� ?&?&?� �� ��� �� �#� ����
��� ���+� #� �����% �!)����#�� ��� �#� ���& 	�S� � )����$ ���#�� ��� ��!+��) �#� ���&
�#� )�����% �!)����#� %��������� �� �#�� (�(�� ��� #$*��� �+�! ������$ �!)����#���
�����!� ��� �� ��%���� ?&?&G� ��%��(������) !�%�! ����%# �#�%# #�+� *��� �������� ��
�� ������% �!)����#�� L��M O@F?P&
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�������) �� *����$ �� �#�� �#� ���� �� �� ��� (!��� ��� �N-�� �� �#� ���� �� �� ��,
��#��& �� �(��� ��� ���$ �� #$*���� �� �� �� ���� *������) (��)����� #$*��� ����!��)�
��$ ��"� ��� �� ���� $���� �� R���� ��� �� �� �� �#��� ��� �����& �������) %�� ��,
� %� �#� ���� �� R������) ��� �#����� �#� *������) (��)���& ��%�! ����%#�� �� ��
�-������� �� �#� %��+�������! )�����% �!)����#� �� �� ���� ��� ���� �� ��"�  �� ��
)�����% %��(������& ��� ���� �����!� �� !�%�! ����%# ��� ��%���� ?&?&B& 	� ��%�!������
�#� �(����2����� �� ����+�� �! )������ � ����� �#� �+�! ���� (��%���& �#��� ���
���$ ��(!����������� �� !�%�! ����%#��� OGJP� ���� �+�� �� #������� OEFP&

	� � � �!)����#�� �#� (�� ��%��� %�� *� ���� �� �!)����#� J� ����� �#� ��%��,
*������� #�� *��� �((!��� L!��� I �� �#� (�� ��%���M� � ��%�! ����%#�� ��  ��� ��
�(����2� �+��$ ���)!� �Q�(���) )����� L!��� J �� �#� (�� ��%���M& ��%� �� �� �#�
 ��)� �� � %# �-�����! �(����2�� �#� )�����% �!)����#� �� �� !��)�� pure ��� �#�������
�� �(��" �� � )������ )�����% �!)����#� OBGP� OBEP� OBDP� OBAP& �#�� ���� �� �(����2�,
���� �� �� � !�%�! "���& 	� �!���� �#� )����� *$ #� �����%�!!$ %#��)��) �#� ��! ����&
8#�� �((��-������) � ��� ������%�� � ?,�(� !�%�! �(����2����� ��%#��K � �� �((!���
�� ��"� ����4%������ �� � )����� �� �� �� %����� *����� )������ �� � #�)#�� ����&
�#��� ��� � %# ������� *�%� �� �#� �+�! ���� (��%��� %�� *� K ��� �!�� ���# ���(�%�
�� �#� ������� ��� !��& � ��#������ �� #�� �!��$� *��� �#� %��� �� �(����2����� �#��
��%��(������) (��*!�� �(�%�4% "���!��)� L��� ��!$ �#�� )# !�%�! �(����2������� * �
�!�� �� ��4���) �#� �+�! ������$ �(�������M �� ��K ���� �� )��� *����� ��� !��& �
)����� ��(������� � (�������! ��! ���� �� � (��*!��& 
�� �#� ��! ���� �����������
�� %���� ���#�� � )����� �� ���������� *$ �#� )����$(�&

��)� ��( %�����+�� L��
M OGJP �� �� ��(!���������� �� �#� ��%��*������� �(��,
���� L!��� I �� �#� �!)����#� JM& 	� ��"��  �� �� � �� %�!!�� ��)� ��(& �#� ��)� ��(
%�����+�� �� �� ���� �����!� (�������� �� ��%���� ?&?&G& ��)� ��( �� � ��*!� �� �#�%#
��%# !�%����� �� (!�%��& ��� ��%# !�%����� �#��� �� � !��� �� �#�%# �#� ���)#*� ���)
!�%������ ��� !����� ���# �#�� !�%�����&

������%� (�����+��) %�����+�� OAIP �� ����#�� ��(!���������� �� �#� ��%��*�������
�(������ L!��� I �� �#� �!)����#� JM& 	� �����(�� �� %����� � ��� �� � ���# �#�
���� ������%� �� *��# (������& �#� ������%� (�����+��) %�����+�� �� �� ���� �����!�
���%��*�� �� ��%���� ?&?&G& �� ������� ��!�%��� (!�%�� )�� (� �� )������ ���� �#�
(�( !����� ��)��#��� %������) �#� )�� (� ���� ��( �� *����� ���# ���(�%� �� �#�
�� ������+� �������) �� �#� )������ �� �#� (�( !����� ��� ��!�%�� �#� *��� �� �#�
)������ ���#�� �#�� )�� (& �#�� �� ��(�����  ���! �#� ��K ���� ��� �� �� )������
�� ��!�%���& �#� ������ ����� �� � ���(!� ��$ �� �����) (������& 	� ����� �#�
(������ �� �� ������� �� �#� (�( !����� �� ������  ���) �#� �����) ��2� �� %�����
)�� (�  ���! �� ���� )�� (� %�� *� %������& �#� ��� �Q�(���) ��!$ ��(!�%�� ��
�#� ��(!���������� �� �#� %!����%�! ��(!�%����� ������)$ �#�� ���(!$ ��!$ �!!��� �#�
�Q�(���) �� � �+�+�& �# � �#� )������ ���� �#� ��-� )��������� ��(!�%� �#� ������
% ����� (�( !�����& �#� �K �!��$ ���������� ��� �!! �K �! )������ ��(!������ �#�
����������� %�������� �(�%��$��) �#�� �#� )�����% �!)����#� �#� !� ��������� �#��
�!! )������ �� �#� (�( !����� ��� ������%�!,�!! �K �! )������&

�#� !�%�! ����%#�� �� �� �-������� �� �#� %��+�������! )�����% �!)����#� �� ��
����� ��� ��"�  �� �� )�����% �(�������& 	� ��%�!������ �#� �(����2����� �� ����+�� �!
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)������ � ����� �#� �+�! ���� (��%���& ����� �#� ��%��*������� #�� *��� �((!���� �
��%�! ����%#�� ��  ��� �� �(����2� �+��$ ���)!� �Q�(���) )�����& �#� ��%�! ����%#��
#�� �� � ��#�� "���!��)� �� �#� �-�% ���� �� �#� )�����% �!)����#� �� �#� !��)��
������)& �#� �$���� ��!! (��+��� �� ���# �#� )����� �� ����� �� !�%�!!$ �(����2�
�#�� ������&

�������'� 3 ������� ������% �!)����#�
�� ����� ��� ���

�� t = 0
�� ������!�2� (P (t))
�� �+�! ��� (P (t))
�� �'��� ��� ��������� (P (t))  �
�� sel [ ��!�%� (P (t))
�� mat [ ���� (sel)
	� rec [ ∀ ����� %�!!�%���� m ∈ mat �� ��%��*�������(r)

� loc [ ∀ )������ g �� ��%# ��%��*���� %�!!�%���� r ∈ rec �� !�%�! ����%#
��� rep [ ��(!�%�Lloc� P (t)M
��� P (t+ 1) [ ��!�%�(rep)
��� �+�! ��� (P (t+ 1))
��� t = t+ 1
��� �� �'���

��� �� ����� ���

�#� ?,�(� !�%�! ����%#�� �� � !�%�! �(����2�� ��� �#� ��� �#�� #�� *��� )������
���� �#� �������� )�����% �!)����#� L!��� J �� �#� �!)����#� JM& �#�� !�%�! �(����2��
(������� �#� ?,�(� #� �����% �#�� �-%#��)�� ��)�� �� ��� %� �#� !��)�# �� � �� �& ��
�-%#��)� ���( %������� �� ����+��) ��� ��)�� ���� �#� % ����� �� � ��� ��%����%���)
�#� ��� !���) ��� (��#� �� �#� *��� (����*!� ��$ ��)& B&@&

�#� ��!!����) �-(�������� ����������� � ��� "��� �� ������) �� #$*��� )�����%
�!)����#��& 	� �#� �-������� �� �� �-(������� �� ��R ��%� �� (�����! )������) � ?,�(�
!�%�! ����%#�� ���� )�����% �!)����#� ��� ������& 	� �#� %��� %��� �-(�������� ��
��!! (������ �� ��R ��%� �� )������) �� ���# !�%�! ����%# ��� �� ��!! (������ �
(��������%� ���!$��� �� (�����!  �� �� !�%�! �(����2����� �(������ �� �� ��� ���&
� ��#������� �� ��!! ������ �#� K ������� �� #�� ����� �� )���� � �� ��� �#��&

��) �� B&@; �-%#��)� ���( �� ?,�(� �!)����#�
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��� ������) � � ������)$ ��� %��(����) �� �� ��#�� ��! ����� ��  ��� �#� ������%��
�� �$������% ���+�!��) ��!����� (��*!�� �#�%# %�� *� �� �� �� ����	� O@@JP& 8�
��!�*�����!$  ��� ��!���+�!$ ���!! ������%�� ��� �#�%# *��� ��! ����� ��� "���� ���%�
�#� )��! �� �#�� ������%# �� ��� �� 4�� � *����� �!)����#� ��� �#� �$������% ����
* � ���#�� �� %��(��� �� � %�����!!�� ��+�������� �#� ��(�%� �� )������) � )�����%
�!)����#�& �!��)��#�� ?F ������%�� #�+� *��� ����� � �� ���# ��Q����� %��(!�-��$
��� ���)� ���� @G �� @DF %����� (�� ������%�&

8� %��(���� � � ���#�� L)������ )�����% �!)����#� L���MM� ��(�����!$ �� ���
%��� ���# ��)� ��( %�����+�� L�����%M ��� �� ����#�� %��� ���# � ������%� (��,
���+��) %�����+�� L����(%M ���# �� � ��#�� ���#���& �� �#�  ((�� *� �� ��� �#�
K �!��$ �� ��! ���� ��  ��� �#� �*�+� ��������� �����$ 
� �����%& ��� �#� !����
*� �� ��� �#� K �!��$ �� ��! ���� ��  ��� �-�%� ��! ������ )!�*�! ������� �*������
*$ 
��%���� OGP& �#� %��%���� �!)����#� �� ���%��*�� �� ���� �����!� �� ��%���� ?&?&D&
�#�� �� %��(���� � � )������ ���#�� ���# � ( �� ?,�(� �!)����#� ��� ( �� )�����%
�!)����#�& ��� )����$ #� �����% ��� �#� ( �� ?,�(� #� �����% �#� � ����) ���� �� ��
� ���)� ���� F&D �� @&D ��%����&

	� �-(������� �-������� � !�%�! ����%#�� �� (������%�!!$ ��(!������� ���# @F� ?F�
BF� GF� DF� AF� EF� IF ��� JF] ���K ��%$& 	� �!! %���� �#��� ��Q����� ����(������
������* ����� �� )���������� ���# !�%�! ����%#�� ����  ���; ������� *�)�����) ��,
K ��%� ��� �����) ��K ��%�& ������ +��������� ����� �#��  �� �� !�%�! ����%#�� ��
���# ���K ��� (��*�*�!��$ ������* ��� �� ���������� �� �#� �!)����#�& ��)�� ��K ��%�
����� �#�� � ��K ��%� �� ���������� ���# !�%�! ����%#�� ��  ��� �� �#� 4��� )�����,
����� �� �� �!)����#�& 8#�!� �� �#� �����) �� ��  ��� �� �#� !��� )���������� �� �#�
�!)����#�& �#� ����! � �*�� �� ���������� ��� !������ �� �#� � �*�� �� ����������
���%#�� �� )������ )�����% �!)����#� ���# ��)� ��( ��%��*������� L�����%M& �#�
�-������� �� �� �-(������� ��%! �� ������) �� � @F !��)��� ������%�� ���� �#� ��*!�
B&@ (! � ������%� (�GBJ& �#� ��� !�� (������� �+���)� +�! �� �� D � �� ��� ��%# ������
���#��&

�!! �-(�������� ���� %��� %��� �� � %��( ��� ���# ����� �L�M ?&I �
2 
�5�
���# 8������ E& � ��#������ � ��+�!�(���� ��+�������� �#� 0� +��������� O@DP�
�� �((!�%����� ������� �� L�"� (��)������) !��) �)�� ���  ���& �#� 
��%����S�
%��� �� ������� �� �#� ����< (��)������) !��) �)�& �#�������� �� �#�� ������%#
�*��! �� ����� ���� ��� �� %� %��! ��(�����%�� �� ���� ��!$ ���������� �� ��!���+�
(��������%� �� ������ �!)����#��&

��% ��
���


�#� ��� !�� �� �� �-(������� ��� � �����2�� �� ��*!� B&@& �����$ %���� ����
����	� ����  ��� ��� ������)& �#� ����� �� �#��� %���� ��� �� �#� 4��� %�! ��
��� �#� ���� �!��$� %������� �#� ��2� �� �#� (��*!��� �&�& �#� � �*�� �� %�����
L�#�%# ��� *������ @G ��� @DFM& �#� !��� ��� %�! ��� ��� �-�%� ��! ����� L)!�*�!
������M �*������ *$ 
��%����� ��)��#�� ���# �-�% ���� �����&

� ��!! "���� (��*!�� ���# �������� ��2�� �-��(!�� ��� ���!� �� )�� �(����!
��! ����� ���� ��!�%���� ��%�!! �#�� � )��! �� �#�� ������%# �� ��� �� ��(��+� ��! �����
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��*!� B&@; ��+� ��%#��K �� ��� ��!+��) � %!����� ���
Name Greedy 2-opt

quality quality quality gen. time quality gen. time qual. gen. time qual. gen. time opt time
burma14 8.32% 5.71% 0% 74 3.4 0% 81 3.5 0% 7 0.6 0% 6 0.5 3323 0.1
ulysses16 10.42% 7.15% 0% 136 4.1 0% 125 4.4 0% 9 0.7 0% 9 0.7 6859 0.2
ulysses22 12.54% 7.87% 0% 1267 14.7 0% 1328 16.4 0% 8 0.6 0% 8 0.7 7013 0.2
bayg29 13.37% 6.38% 0% 1345 19.4 0% 1137 17.6 0% 13 1.3 0% 14 1.4 1610 0.3
bays29 12.87% 5.37% 0% 2185 29.2 0% 2643 34.1 0% 12 1.2 0% 12 1.2 2020 0.3
dantzig42 14.06% 7.11% 0% 4704 79.8 0% 4232 74.6 0% 10 1.3 0% 9 1.3 699 0.5
att48 13.98% 8.47% 0% 4807 85.2 0% 5213 91.3 0% 22 2.2 0% 23 2.3 33522 0.6
eil51 15.24% 7.67% 4.21% 5482 100.0+ 5.23% 5489 100.0+ 0% 33 3.9 0% 30 3.8 426 0.3
berlin52 14.82% 7.45% 0% 2037 33.7 4.92% 5021 100.0+ 0% 15 1.7 0% 15 1.7 7542 0.4
st70 13.17% 7.84% 5.12% 5259 100.0+ 5.72% 5198 100.0+ 0% 20 4.1 0% 19 4.1 675 0.5
eil76 14.47% 8.15% 6.56% 5347 100.0+ 7.24% 5298 100.0+ 0% 53 4.5 0.19% 49 4.4 538 1.3
pr76 13.96% 9.95% 4.18% 5218 100.0+ 5.36% 5191 100.0+ 0% 42 4.1 0% 43 4.2 108159 1.2
gr96 16.32% 7.14% 4.98% 5191 100.0+ 5.71% 5090 100.0+ 0% 73 8.4 0.13% 73 8.4 55209 1.6
rat99 14.79% 7.41% 5.31% 5114 100.0+ 7.12% 5011 100.0+ 0% 74 11.9 0.17% 70 11.7 1211 1.7
kroA100 12.37% 8.07% 5.12% 5072 100.0+ 6.58% 4971 100.0+ 0% 24 3.6 0.18% 22 3.5 21282 1.7
kroB100 16.58% 7.19% 6.14% 5041 100.0+ 5.92% 4816 100.0+ 0% 39 5.8 0.21% 36 5.7 22141 1.7
kroC100 10.47% 11.19% 4.87% 5121 100.0+ 6.78% 4923 100.0+ 0.10% 34 5.3 0.19% 28 5.1 20749 1.8
kroD100 14.81% 7.74% 5.07% 4976 100.0+ 8.12% 4951 100.0+ 0% 31 5.6 0.29% 25 5.3 21294 1.5
lin105 16.60% 9.85% 6.72% 4756 100.0+ 6.51% 4803 100.0+ 0.01% 26 4.6 0.17% 25 4.6 14379 1.3
ch150 19.62% 11.72% 7.22% 4512 100.0+ 8.77% 4460 100.0+ 0.22% 88 15.2 0.32% 86 15.1 6528 7

GAemc GAdpc GGAemc GGAdpc Concorde

��� ��N% !� (��*!��� * � �� %��(��� ��� K ��������+�!$ �-����� �#� �Q�%�� �� )����,
��) !�%�! ����%#�� L�� �#�� %��� ?,�(� *����M �� �������� )�����% �!)����#�& � %#
"���!��)� %�� *�  ��� �� 4�� � �� ��� %�!�*���� � #$*��� �$���� �#�%# %�� �#��
*�  ��� �� !��)� %����& �#��� !��� ��� %�! ��� ���  ��� �� � �������%� ��� �!! ��#��
�����&

�#� ��%��� %�! �� �� ��*!� B&@ ��(������� !���� *� �� ��� �#� K �!��$ �� ��! ����&
	� �� � ���(!� ������� ���)#*� � #� �����%& 	� �� ����� * � +��$  ���(#����%���� ��� ��$
�������*!� �!)����#� �#� !� �� *����� �#�� �#��& �#�� )����$ #� �����% )�+�� ��� !��
�#�� ��� �*� � @D ] L�-%�(� ��� ���� +��$ ���!! %����M ����� �#�� �#� �(����!
��! ����& �#� %�! �� ���!�� K �!��$ �#��� *$ #�� ���$ (��%��� �� �#� ��! ����
(��� %�� *$ �#�� �!)����#� ����� �#�� �#� �(����! ��! ����& F ] �� �#�� %�! ��
����� �!)����#� �� �� �#� *��� ��! ����& �#� � ����) ����� �� �#� �!)����#� ���
���� F&? �� ?&B �� ��%����& �#� �#��� %�! �� �� �#� ��*!� B&@ %�����(���� �� �#� ( ��
?,�(� �!)����#�& �� �-(�%���� �� �!�� )�+�� K �%" * � ��� ���� �(����! ��! �����& 	�
K �%"!$ 4��� � !�%�! ����� �� * � �� ��  ��*!� �� *������ �#� ����%# �� 4�� ����#��
!�%�! ����� �& 
���+��� ?,�(� �!)����#� �� � (����� �� )����$ �!)����#�� �#� K �!��$
�� �#� ��! ����� ���# �#� ����!�� � ����) ����� ���� F&? �� ?&D ��%����� �� �� �+���)�
�*� � I ] ����� �#�� �(����!&

�#� �� ��# %�! �� �� �#� ��*!� B&@ %�����(���� �� �#� ( �� ������% �!)����#�&
�#� � ����) ����� �� �-(�%���� �� ��)��4%���!$ ��%������& 8#�!� � � ��� �!)����#�
���%#�� �(����! ��! ���� *�!�� ��� ��%��� �� ��� ��%���� LF&A �� @D&? ��%����M� �#�
� ����) ���� ��� ( �� )�����% �!)����#� ��� ���� B&G ��%���� �� @FF ��%���� �#�%#
��� ����,!����& 	� @? � � �� ?F %���� �� �(����! ��! ���� ��� �� �� ���#�� �#�� ����
!����� * � �� I %���� �� �(����! ��! ���� ��� �� �� ��� �#� ����!� %�! �� ����%����
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�� �#�%# )��������� �#�� #�((����& ��� @? %���� �#��� �(����! ��! ���� ��� ���
�� ��� �#� K �!��$ �� �� �� ��! ���� �� �-(������ �� ��� (��+�� � %���� �� (��%����
�*�+� �#� �(����! ��! ����&

�#� ��-�# %�! �� �� ��*!� B&@ ���%��*�� ��� !�� �*������ *$ � � )������ �!)����#��
�#�%# �� (��)������ ���# ��)� ��( %�����+�� �� ��%��*������� �(������ L�����%M&
	� @E � � �� ?F %��������� %���� �� �(����! ��! ���� ��� �� ��& ��������) �#���
������%�� ��Q�� ���� �(����! ��! ���� �� F&F@� F&@F ��� F&?? (��%���& �#� ��! �����
���� �� �� �� ��!���+�!$ ��� )���������� ��� +��$ ����& �-�% ���� ����� ���� F&A ��
@D&? ��%����&

�#� ��+���# %�! �� �� ��*!� B&@ %�����(���� �� � � )������ )�����% �!)����#�
�#�%# %������� � ������%� (�����+��) %�����+�� �� ��%��*������� �(������ L����(%M&
	� @@ � � �� ?F %��������� %���� �� �(����! ��! ���� ��� �� ��& 	� �������� J %�����
��!�+���� ��! ����� ��Q�� ���� �(����! �� ���)� ���� F&@B �� F&B? (��%���& �#�
� ����) ���� ��� � �*�� �� )���������� �� ����(%� �� %��(������ ���# �����%�
��� �!�)#�!$ !������ (����% !��!$ �� �#� !�������� (��� �� �#� ��*!� �#�%# ��(�������
���� %��(!�- ������%��&

H ��������+� ��� !�� �� ���� %���� ���� �#�'�( �#�� �#�� )������ �!)����#���
�����% ��� ����(%� #�+� ��+����)��& �+�� �#�� �#���S� %��(������ #�+� ����� �
����*�%"�� �#��� )������ %��*�������� �-#�*��� � +��$ )��� *�#�+�� �& ��� !�� ��
�-��(!�� ���� �#�'�( �#�� �#�� �#�� )������ ���#�� %��*���� )��� K �!����� ����
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� %# �� ��+����)����) �#� �Q�%�� �� � ��Q�����  �� �� �#� !�%�! �(����2����� ��� ��#��
����#� �����% �!)����#��� ���!$2��) �#� ����+�� �! (��������%� )���� (��+���� *$
�#� !�%�! ����%#� ��� �� !��" �� #�� �� �%�!�  ( �#� �!)����#� ��� ��!+��) !��)�
������%�� �� ���&
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• �& �'���'�+�%� �& ������" ��� �& ��) ��+�%� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
��� �#� 0�(�� �!)����#� ��� ��!+��) 	�� �%%�(��� *$ %D�� <��������� �� 0����
���� <������ �� <�	 ��������� !���	�������� 0<<! %A>%� �����
�� ���,�
�

• �& �'���'�+�%� �& ������" ��� �& ��) ��+�%� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
��� �!)����#�� ��� ��!+��) 	�� �%%�(��� *$ C�� #������ <��������� �� !�����
������ &�������� #<!& %A>%� 2��������	� E1
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	� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� L���M � ��� {C1, C2, ...CN} �� %����� �� %���������
��� ��� ��%# (��� (Ci, Cj) �#��� i 	= j� � ������%� d(Ci, Cj) �� )�+��& �#� )��! �� ��
4�� � (��� ������ π �� �#� %����� �#�� ������2�� �#� K �����$

N−1∑
i=1

d(Cπ(i), Cπ(i+1)) + d(Cπ(N), Cπ(1)). LG&@M

�#�� K �����$ �� �������� �� �� �#� �� � !��)�# ���%� �� �� �#� !��)�# �� �#� �� �
� ��!����� �� !� ��"� �#�� +������) �#� %����� �� �#� ����� �(�%�4�� *$ �#� (��� ,
������ π� ��� ����) �� �#� ��� �� �#� ������! %��$& 8� ��!! %��%������� �� �#�� (�(��
�� �#� �$������% ��� L����M �� �#�%# �#� ������%�� ������$ d(Ci, Cj) = d(Cj , Ci)
��� 1 ≤ i, j ≤ N & �#� ��� �� "���� �� *� 2������ OEGP& �#� %��� ���# �$������%
������%�� �� ��!! ������%#�� ��� �#��� ��� ���$ �!)����#�� �#�%# (������ ��!! �+��
�� !��)� %���� OB� DP& 	� �#� !������ �� OA@� EBP �#� ���+�!��) ��!����� ���*!�� ��
 � �!!$ ��(�������� ��� %��������� �� � )��(# �#������%�! (��*!��& ��� ���� �����!�
�*� � ��� ��� ��%���� ?&@&

�� ������%� �� �#� ���� %�� *� ���� �� � %��(!��� )��(# G = (V,E) �#��� �#�
��� �� +����%�� V �� )�+�� *$ �#� %����� ��� ��)�� *������ ��%# %��$ �� �#� )��(# ���#
%�����(�����) ��)� ���)#�� d(Ci, Cj)& �#� ���� �#�� �����!���� �� �#� (��*!�� ��
4����) � 
���!������ �� � �� ������! !��)�# �� �#� )��(# G&

�((!�%������ �� �#� ��� ��� ��� +��������� )� ��$ *�$��� �#� �� �� (!�����)
(��*!�� �� � ���+�!��) ��!����� ��� �(�� �+�� ��+���! ����� �� "���!��)� ��%! ���)
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���#�����%�� %��( ��� �%���%�� �(�������� ������%#� )�����%�� ��)�������)� ��� �!�%,
�����%�& 	� ��������� �#��� ��� ���$ ��Q����� +��������� �� ��� �#�%# ��� ���%��*��
��� �-(!���� �� �#� !������ �� ��� �!�� +��������� ����+�� ���� �+��$��$ !���& ����
�� �#�� ���; ��%#��� �%#�� !��) ���*!���� �#� ���� ��(������ ���� �#� ��!�+��$
��� (��*!�� �#�%# �� �!�� "���� �� �#� 	���	�	 ������
 ��� ��	 ��� �#� ���"�����
������	�� ��� ��	� ��� �����!� �� �#�� (��*!���� �� ����� �� ��%���� ?&@&B&

���+�!��) �� ���� ���*!�� OJBP �� � (��*!�� �� �#�%# � �� ���� ���#�� �� ���
�!! ��� ����� L�����M �� � %��$� ��� �� � �� +���� ��%# ��� ���� �� � ���)#*� �
�#����� L�� �� ��� ��� �#�� � ��� ���� �� +���*!� ���� ��$ �� ��� ���)#*� ��� �#�
��)�� �#������� ��(������ !���� �� ��)#�M& �#� ��� !���) ��!" ��!! �#������� +���� �
� *��� �� �!! ����� �� �#� )��(#& �#� ���+�!��) �� ���� ���*!�� �#���� � ����!��
���� ���# � � (��*!�� * � �� ��#������ � +��$ ��Q����� (��*!��&

�#� ���� %�� *� ��!+��  ���) �#� ������� ������% �!)����#�� L���M �� ���
�#��� �� OBGP� OBEP� OBDP� OBAP ��� �� ��%���� B& �#� % �����!$ ���� �N%���� ��,
(!���������� �� �#� *���%#,���,% � ���#�� �#�%# ��� ������ %�� *$ ���*��) ���
����!�� O@@BP ��� ��!+��) �#� �$������% %��� �� ���+�!��) ��!����� ���*!�� �� <���
����� OGP& 
��%����S� ��� ��!+�� #�� *���  ��� �� �*���� �#� �(����! ��! ����� ��
�#� � !! ��� �� @@F ����	� ������%��� �#� !��)��� #�+��) ID�JFF %�����& ��� ���� ��,
���!� ��� ��%���� ?&?&D& ����!!$� �� � )��(# G �� %�� 4�� *������ �#������ %!���� ��!"
�!�� �#� �#������ (��# *������ ��$ (��� �� +����%��& �#�� (��*!�� �� �� �#� !������ ��
"���� �� �!!,(���� �#������ (��# (��*!�� O?IP& 	� ���� �� %��( �� �#� �#������ (��#
���� ��%# +����- u �� �+��$ ��#�� +����- v& �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#� O?IP �� ��
�N%���� �!)����#� �� 4�� �!!,(���� �#������ (��#� �� � )��(# G& �#� �!!,(���� �#���,
��� (��# (��*!�� ��� �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#� ��� �� ���� �����!� ���%��*�� ��
��%����� ?&@&D ��� ?&@&D� ���(�%��+�!$&

%�� ������	
� �	
	��� �������

�������� #�+� ����+�� �� � #���! �� ���� ��� ����� ���# � ������ �� +���� �!! ����������)
����� �� � %��$ �-�%�!$ ��%� ��� �� %��� *�%" �� �#� #���!& �������� �� )�����!!$  ��
�#��� ���� ��� ���+�!��) �#�� )# �#� %��$� ��� �#�%# �#�$  �� �������� ��!"��) ����!� ���
(��������� 2����& �#� )��! �� �� ������2� �#� +������� ���+�!��)&

�#� ���+�!��) ������� ���*!�� �� � +������ �� �#� ���+�!��) ��!����� ���*!��
���# � ��Q����%� �#�� �#� ���+�!��) +������� � ���) ��� +���� �� ������ %�� ��� R$ �+�� �#�
* �!���)� �� �#� %��$� ������� +������� � �� )� ��� �� �#��� �*���%!��& �#�� ��Q����%�
�� ����������� �� �#� ��) �� G&@& �#�� ����� �#�� �#� � %!����� ������%�� ODD�@@FP�
�� �� "��� �#�� �� �#� � %!����� ���� ��� �� �#�� %��� ��(����*!� L����%� ��)� ����
i �� j �� ��) �� G&@M& ��������  �� �#� ��!"��) (��#� ��� (��������� 2���� �� +����*!�
!��)�#& �#��� !����� ��������� �#� ���)#� �� ��)�� %����%���) �#� +����%�� �� �#�
)��(#&

�#� ���+�!��) ������� ���*!�� �� ������ ��; )�+�� � %����%���� ���)#��� )��(#
G = (V,E, c)� ���# � ��� �� +����%�� V = S ∪ X ��� S ∩ X = ∅� S �� �#� ��� ��
����������) ����� �� �#� %��$ L+����%�� i ��� j �� ��) �� G&@M� X �� ��� �� %��������� ��
�#� %��$ L+����%�� k ��� m �� ��) �� G&@M� � ��� �� ��)�� E� ��� � %��� �� ���+�!��) c&
�#� )��! �� �� 4�� �#� �#������ %!���� ��!" �#�� )# �!! +����%�� ���� S� �%%�����) ��
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c �� )��(# G� �!�#� )# �� ��$ ���+�! �#�� )# +����%�� ���� X&
�#� %��%�(�� �� � �������� �*�+� %�� *� ����4�� ����!$ �� ��"� �#� ����%�����

�� �#� ��)�� ���� �%%� ��& �#� ��$������% ���+�!��) +������ (��*!�� L����M �� �#��
����!�� �� �#� �$������% ��� �*�+�� �& �& �� �� �#� (��*!�� �� 4����) � %!���� ��!"
�� ������! !��)�# �� � ���)#��� )��(#&

�#�� (��*!��� *$ �#� "���!��)� �� �#� � �#���� #�� �� �������%�� �� ( *!�%������
� � ���� �� ������) ��&

$���� ��
��	���� ��� ����	�
 ���

����� �#��"��) �*� � (����*!� ��! ���� ��� ���+�!��) ������� (��*!�� �� ����+���� *$
�#� ��� ���+� �#��"��) �� � �� ���� �#�� �#� %��%����� )�� �� (��������� �� � �� ����
��(& �#�� ��; +���� �#� 4��� (!�%� ���� �#� ��(� �#�� ��%��� ���� �#�� nth�  ���! �!!
����� ���� �#� ��( ��� +������ ��� �#�� %��� *�%" �� �#� �������) ����& �#� ��� !�� ��
�#�� ���#�� ��(��� ����%�!$ �� �#� ����� �� �#�%# �#� ����������) ����� ��� !����� ��
�#� ��(& � ��#������� �#�� ��� ���+� ���#�� ���� ��� %������ ��$ �%�����4% +�! �&

����� (��(���� ���#�� ��� ��!+��) �#� ���+�!��) ������� ���*!�� �� �#� ��C+�
�!)����#�� �#��� �� �!)����#� @F& 	� �#� 4��� !��� �� (�� ��%��� �� %�� ������) ��#
��-� (���������; S *�!��)� �� ����������) ����� �� �#� %��$� X *�!��)� �� %���������
�� �#� %��$� � ��� �� ��)�� E� ��� W ��(������� �#� ������%� �����- �� �#� )��(# G�
(S ∪X) × (S ∪X)& 	� �#� 4��� ���( �� �� �!)����#� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
�� ��!+�� �� �� ������%� �� ���+�!��) ��!����� ���*!��& 	� ��-�� ���� �#� ������%�
�����- W �� (��� %� � ������%� �����- Z (S ×S)� �#�%# �� �#� ��! ���� �� �!!,(����
�#������ (��# (��*!�� L����M& ����!!$� �� �#� !��( *!�%" L!���� A �#�� )# IM �#�
��! ���� ��� ��� �� )�+�� *$ �((!$��) �#� �#������ (��#� ���� Z ���� T &

�������'� )6 ��C+� �!)����#�
�� ����� ��� ����
L��V���8M
�� T ← TSP (W )
�� Z ← S × S
�� Z ← APSP (S ∪X,E,W )
�� %��� ← 0
�� $�� ��� (i, j) ∈ T :  �
�� %��� ←%��� +Zij

	� �� $��


� �� ����� ���

�#� ��%��� (��(���� ���#�� ��� ��!+��) �#� ���+�!��) ������� ���*!�� �� �#�
0�(�� �!)����#�� �#��� �� �!)����#� @@& �#� 4��� !��� �� (�� ��%��� %������� �#�
���� (��������� �� ��C+� �!)����#�& 	� �#� 4��� ���( �� 4�� �#� �!! (���� �#������
(��#� �� � � )��(# G& �� �� ��( � � ������%� �����- W ��  ��� ��� �� �#� � �( �
� ������%� �����- Z �� �*������& 	� �#� ��-� ���( �� ��!+� �#� ���+�!��) ��!�����
���*!�� �� �#� ������%� �����- Z& � ��#������� �� )�� �#� ��! ���� T � �#�%# �� �
��! ���� ��� ���+�!��) ������� ���*!��&
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�������'� )) 0�(�� �!)����#�
�� ����� ��� �� 
	L��V���8M
�� Z ← S × S
�� Z ← APSP (S ∪X,E,W )
�� T ← TSP (Z)
�� �� ����� ���

$���� ������� ,��!�'-������� ��
��	���

�#� (��*!�� ������ �� �#� (��+�� � ��%���� �� �� 4����) �#� �#������ (��#� *������
��%# (��� �� +����%�� u ��� v� �#��� u, v ∈ S� �� �#� )��(# G& �#�� %�� *� %��� ��
� � �,��,�#�,��!! �!!,(���� �#������ (��# (��*!��& 	������  ���) �#� �!�$�,8���#�!!
�!)����#�� �� %�� �*���� � ��! ���� �� ���� Θ(|V |3)& 
���+��� �#� ��� �� �� � �
(��*!�� �� �����#�� ���� ������%��+�; �� ��� ��!$ ���������� �� �#� �#������ (��#�
*������ S × S� $�� �� �� !� ���!! !�"� �#� (��#� �� )� �#�� )# +����%�� ���� �#� ���
X �� �#�$ ��� %� �#� �+���!! (��# !��)�#& 	� %�������� �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#�
%��( ��� � �#������ (��#� *������ V ×V & �� �#�� ���� �� (��(��� � ���(!� ����4%�,
���� �#�%# ��� %�� �#� � ����) ����� �!*��� ��� ��$�(����%�!!$& �#� �!�$�,8���#�!!
�!)����#� �� �#��� �� �!)����#� @?� �#��� W �� �#� ������%� �����- �� �#� )��(# G&

�������'� )+ �!�$�,8���#�!!
�� ����� ��� ��������	
����L��8M
�� $�� ��� k ∈ V  �

�� $�� ��� i ∈ V  �

�� $�� ��� j ∈ V  �

�� Wij := min(Wij ,Wik +Wkj)
�� �� $��

�� �� $��

	� �� $��


� �� ����� ���

��� x = |X| ��� s = |S|& 5���) �#��� K ��������� �#� � �*�� �� ���������� �� �#�
�!�$�,8���#�!! �!)����#� %�� *� ������� �� (s + x)3 = s3 + x3 + 3s2x + 3x2s& 8�
�Q�� � ��Q����� �((���%#� �#��� �� �!)����#� @B&

�#� � �*�� �� ���������� �� �!)����#� @B %�� *� (!���!$ ���� �� �K �!; s3 +
x3 + s2x + x2s& �#� *��� )���� �#�� %��(���� �� �!�$�,8���#�!!� �� �#�� s = x
�#�%# ��� ��� �� �-�%�!$ ��� #�!� �� �!! ���������� �� �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#�&
�!�#� )# �� ��"�� ����� ����������� �� �!�� %��( ��� ����� �#������ (��#�� ���%� �� ���
��!$ ���������� �� S×S& 8� ��!! (��+� �#� %����%����� �� �!)����#� @B *$ �((��!��)
�� �#� )��(# �#��� �� ��)& G&?&?&

	� ����� �� �-����� #�� �!)����#� @B ���"�� �� �� #�!(� ! �� +�� �!�2� ���� ��
+����%��� �� �#��� �� ��)& G&?&?& 	� �#� !� *� ����� �#�� �� ��!! ��"�  �� �� �
�(����!$ %����%��� )��(#� �#�%# ���(!�4�� �#� ���!$���& �#� ��� !� ���� ��� %#��)�
��� %��(!��� )��(#�� ���%� �#� �!)����#� ����!� ��"�� �� � %# ��� �(�����&

�#� 4��� %�!! �� �!�$�,8���#�!! L!��� ?M �� �!)����#� @B 4��� �#� �!!,(���� �#���,
��� (��#� *������ �#� +����%�� �� X� * �  ���) ��!$ +����%�� ���� X �� �#� (��#�
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�������'� )/ ���(��� �!�$�,8���#�!! �!)����#�
�� ����� ��� ��� �
�L��V�8M
�� ��������	
����LX,W M
�� $�� ��� k ∈ X  �

�� $�� ��� i ∈ X  �

�� $�� ��� j ∈ S  �

�� Wij := min(Wij ,Wik +Wkj)
�� �� $��

	� �� $��


� �� $��

��� $�� ��� k ∈ X  �
��� $�� ��� i ∈ S  �

��� $�� ��� j ∈ S  �

��� Wij := min(Wij ,Wik +Wkj)
��� �� $��

��� �� $��

��� �� $��

��� ��������	
����LS,W M
�	� �� ����� ���

�#����!+��& ���� �#�� �#��� ��� ��� � %# ���� �#��� �� ��)& G&?&?� �&�& X ′ ��� X ′′�
���# �� ����%� ��)�� *������ �#��& �# �� �� %�� ��!$ 4�� �#� �#������ (��#� ������
�#� ����+�� �! ����& ��%� �#� (��#� ��� �� ��� �� %�� 4�� � � ��$ ���� ��$ +����-
�� X �� ��$ +����- �� X �� � (��# �#�� ���� ��� ��"�  � �#�� )# +����%�� �� S �-����&

�#� 4��� !��( *!�%" L!���� B �#�� )# JM �� �!)����#� @B 4��� �+��$ �#������ (��#
�������) �� X ��� �����) �� S� *$ )���) �#�� )# +����%�� �� X ��!$& �+��$ +����-
�� X "���� �#� (��# �� �+��$ ��#�� +����- �� X� �� !��) �� �#� (��# ���� ��� )�
�#�� )# +����%�� �� S& �� �#�� (���� �#��� � �� �-��� � (��� �� +����%�� u ∈ X� v ∈ S
�#��� Wu,v <∞ �& �# �� �#�� �#� 4��� !��( *!�%" 4���#��� �+��$ +����- �� X "����
�#� �#������ (��#� �#�� )# X �� ���� +����%�� �� S& 	� ��)& G&?&? �#�� ����� �#��
�#� +����%�� �� X ′ "��� �#� �#������ (��#� �#�� )# X ′ �#�� ��� �� S′ �� S′′& �#�
���� �� �� � ��� +����%�� �� X ′′&

����!!$� �#� ��%��� !��( *!�%" L!���� @F �#�� )# @AM �� �#� �!)����#� 4��� �+��$
�#������ (��# �������) �� ���� +����- �� S� )���) �#�� )# ���� +����- �� X ���
�����) �� ���� +����- �� S& �#� ��!$ +����%�� �� S �#�� #�+� (��#� �� +����%�� �� X
��� �#��� �#�� #�+� ��)�� �#�� %����%� �#��& 
���+��� �#� +����%�� �� X �#�� �#�$
��� %����%��� ��� "��� �#� �#������ (��#� �#�� )# X �����) �� ���� +����%�� �� S&
�# �� �#� �!)����#� %����%�� �#� ���� S′ ��� S′′ +�� �#� �#������ (��#� �#�� )# X ′

��� X ′′&
�� �#� ��� L!��� @EM� �� � � �#� �!�$�,8���#�!! �!)����#� �� S& ���%� �#� ����

S′ ��� S′′ #�+� *��� %����%��� +�� �#������ (��#� �#�� )# X� �� �*���� �#� ����
��! ���� ��� S × S �#���*$ �#� (��#� %�� )� �#�� )# X&

��
 ����� ���� �� ���� ����� � ���� 
��� S �� S ����� ������� X ����� ��� � ���!
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�'����� 17+7) ��������	 >C ��	����� ��� �������� �����  ������ ��� ����� S × S
�� G�

����� ��� ���% ���� �*�+�&

%�� "#$��	��
�

��� ������) � � ������)$ ��� %��(����) �� �� ��#�� ���#��� ��  ��� �#� ���! ������%��
�� �#� ���+�!��) ������� ���*!��� �#�%# ���� ���� ���� �N%��! �� ���� ��(� �� %�����
�� 0�(��� ��!)���� ��� ����%�& 	� �#� ������%� �� ��!)���� ��� ��Q����� %���� ����
���� ��� �#�$ ��Q���� �� �#� ��2� �� �#� (��*!��� �&�& �#� � �*�� �� +����%�� ��
�#� )��(#& ���� �#� ( *!�%!$ �+��!�*!� !�*���$� ����	�� �� ���(!� *��%#���"� ���
�#� ��� ��� ��!���� (��*!���� ��� ������%�� �� �#� �$������% ���+�!��) ��!�����
(��*!�� ���� ��"��� ����4�� ��� ������&

�#��� ��� ������%�� ���� ����4�� �� � %# � ��$ �#�� � ��� )��(# G′ ��� ����
������$��) �#� %��������� �� %����%���� ���)#��� )��(#& � ��#������ �� �(!�� V ����
� ��� �� +����%�� S ��� ��� �� +����%�� X� � %# �#�� |S| = |X| = |V |/2& � +����-
��)��� D �� ��*������!$ ����)���� ���(���� *$ �#� %��� �� ���! ������%��� ��� �����
�#�� ���� �+��$ +����- ���� V �#��� �� �-�%�!$ D ��)�� )���) �� �#� ��#�� +����-
���� V & �#� D ��)�� (�� +����- ���� %#���� ������!$� �%%�����) �� �  ������
(��*�*�!��$ ������* ����&

�!��)��#�� D ������%�� ���� ����� � �� ���# ��Q����� ��2�� �#�%# ���)� ���� @?F
�� @FF? +����%�� (�� ������%�& 8� %��(���� ��� ���#��� ��� ��!+��) �#� ���+�!��)
������� ���*!��& �#� 4��� ���#�� �� �#� ��C+� �!)����#�� �#��� �� �!)����#� @F&
�#� ��%��� ������ ���#�� �� �#� 0�(�� �!)����#�� �#��� �� �!)����#� @@& ���
��!+��) �#� ���� �� ��� ���( �� *��# �!)����#��� ��  ��� �#� 
��%���� �!)����#��
(�������� �� ��%���� ?&?&D& � ��#������� ��� ��!+��) �#� ����� �� � (��� �� *��#
�!)����#��� ��  ��� �#� ���(��� �!�$�−8���#�!! �!)����#�� �#�%# ��� (��������
�� ��%���� G&?&?&

%�% ��
���


�#� ��� !�� �� �#� �-(������� ��� � �����2�� �� ��*!� G&@& ��+� ������%�� ���� �����
� �� ���# ��Q����� ��2��� ���)��) ���� @?F �� @FF? +����%�� (�� ������%�& �#� �����
�� �#��� %���� ��� �� �#� 4��� %�! ��& �#� ��%��� %�! �� %������� �#� ��2� �� �#�
(��*!��� �&�& �#� � �*�� �� +����%��& �#� �#��� %�! �� �� ��*!� G&@ %�����(����
�� �#� � �*�� �� +����%�� �� ��� S ��� �� �#� ��( �#��� ������%�� �#� � �*�� ��
����������) ����� ���� �� ���� ��(�& �#� �� ��# %�! �� %������� ����� �� �#� ���
������ ���#���& �#� 4��# %�! �� %�����(���� �� �#� !��)�# �� �#� �� � �&�& �#�
%��� �� � ��! ���� �#�%# ��� �*������ �� �#� �-(�������& �#� %�! �� �� ���!�� �� �

��� ��� �� �!! ��- %���� �#� �#������ �� �� ��� �*������ *$ 0�(�� �!)����#�& �#�
��� !�� ��� 0�(�� �!)����#� ��� %�!� ��� �� ���& �#� !��� %�! �� %�����(���� ��
�#� ��Q����%� �� ������ ���#��� ���(!�$�� �� (��%����)��& �#� 4��� ������ ���#���
�#� ��C+� �!)����#�� (�������� (���!$ �� %��(������ �� �#� 0�(�� �!)����#�& �#�
K �!��$ ��Q��� ���� A&D?] �� �#� %��� �� ��!)����@AB �� BDG&GA] �� �#� %��� �� (�@FF?
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Name (V) (S) Methods Tour Cost Difference
Naïve 4738 17.22%
Koper 4042 0.00%
Naïve 100389 6.52%
Koper 94246 0.00%
Naïve 122119 8.77%
Koper 112275 0.00%

Venice 210 72 Naïve 26648 24.24%
Koper 21448 0.00%
Naïve 11818732 354.46%
Koper 2600585 0.00%
Naïve 921499 249.08%
Koper 263983 0.00%

Koper 120 55

Belgrade
250 90

53163

lin318 318 159

pr1002 1002 501

��*!� G&@; ��� ��%#��K �� ��� ��!+��) �#� ���+�!��) ������� ���*!��

������%�& �!�#� )# �#� �!)����#�� ��� ����!��� L�#� ��Q����%� �� �#��#�� �� 4��� ��!+�
�#� ��� �#�� ����� �� �� �#� %��� �� ��C+� �!)����#�� �� �� 4��� ��!+� ���� ���
�#�� ��� �#�%# �� �#� %��� �� 0�(�� �!)����#�M �#� ��Q����%� �� (��+���� ��! �����
*������ ��� ������ ���#��� �� ��)��4%���&

%�& '�
���
	�



�#� )��! �� �#�� (�(�� ��� �� ���%��*� � ��� (��*!�� ���� )��(# �#���$� ����� �#�
���+�!��) ������� ���*!��& �!�#� )# �#� ��� (��*!�� �� ����!�� �� �#� ��!! "����
���+�!��) ��!����� ���*!��� �#�� �� ��$ �� ��!+� �� ���# �#� ��C+� �!)����#� ��
)�� ��! ����� ��� ���� �(����!& �#� ����� � %��� ��! ����� ��� �#� ���+�!��) �������
���*!�� ������%�� ������ �� �#� (�(�� ��� (��+���� *$ 0�(�� �!)����#�& �#� ������
*��%#���"� ��� %��*���� ���� �#��� ���! ������%�� ����  ���) �� ���� ��(� �� %�����
�� 0�(��� ��!)���� ��� ����%� ��� ��� ������%�� �� ����4�� %���� ���� ����	�& 	�
�!! ������ %���� �#� 0�(�� �!)����#� ��)��4%���!$ � �(������� �#� ��C+� �!)����#�
��� ��!+��) �#� ���+�!��) ������� ���*!��&
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��) �� G&@; ��� ��� ���� ��� ��%���)!�� ��(������ * �!���)� L�*���%!��M �� �#� %��$&
��� ����� ��(������ ����������) ����� �� �#� %��$ L+����%�� ���� ��� SM� *!�%" �����
��(������ %��������� �� �#� %��$ L+����%�� ���� ��� XM� �#� ��� !��� ��(������ �#�
� %!����� �#������ %����%���� *������ ��� ����������) ����� L�#�� �� �#� %��� �� ���M�
*!�%" !���� ��(������ �#� %����%���� *������ ��� ����������) ������ )���) �#�� )# ���
%��������� L�#�� �� �#� %��� �� ���M

S′ X ′

S′′X ′′

��) �� G&?; ��%# ���� �� �#� )��(# ��(������� �� ��*�����$ ��� �� �� +����%�� ���� �
���)!� ��� �#�� ��� ��*������!$ �����%����%���& �#� ��)�� ��(������ L��*������!$ ���$M
%����%����� �� ��#�� � %# ����& ����� �#�� S′, S′′ ⊂ S ��� X ′,X ′′ ⊂ X&
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�#� )��! �� �#� �#���� ��� �� ��+����)��� ��R ��%� �� )������) � ?,�(� *���� !�,
%�! ����%#�� ���� �#� �������� )�����% �!)����#�� ��� ��!+��) �#� ���+�!��) ��!�����
���*!��& 	� �� "���� �#�� )�����% �!)����#�� ��� +��$ � %%���� ! �#�� ��(!�������
��� ���$ ��,#��� (��*!���& 
���+��� �#�$ ��� � %# ���� �Q�%��+� �� ���� �(�%�4%
"���!��)� �*� � (����% !�� (��*!�� ��  ��!�2��& �#� ��� �� ��!! ������%#�� (��*!��
���# ���$ � %# ��(��+������� ��(�%��!!$ �#�� �#� ������%��� +������ �� �#� (��*!��
���# � %!����� ������%� �� %���������& 	� � � �-(������� �� 
#�(��� B �� %��(����
��� ����%� ��%#��K ��� ���# � � )������ )�����% �!)����#��& ��! ����� ���� 
��%����
��� )����$ �!)����#� ���� ����� ��� *����� %��(������& H ��������+� ��� !�� �� ����
%���� ���� �#�'�( �#�� �#�� )������ �!)����#�� #�+� ��+����)��& �+�� �#�� *��#
%��(������ #�+� ����� � ����*�%"�� �#��� )������ %��*�������� �-#�*�� +��$ )��� *�,
#�+�� �& ��� !�� �� �-��(!�� ���� �#�'�( �#�� �#�� �#�� ���#�� %��*���� )���
K �!����� ���� *��# ���#��� �((!��� ��� ��)��4%���!$ � �(������� ��%# ����+�� �!
���#��& 	� �#� ��%��� (��� �� �#� �-(������� �� 
#�(��� B �� ��R ��%� �� (�����!
)������) � ?,�(� !�%�! ����%#�� ���� )�����% �!)����#� ��� �� ����& �#� *��� (�����,
���%� ��� �%#��+�� �� � %��4) ������ ���# JF] ���K ��%$  �� �� !�%�! ����%#��& 	� �
%��(������ ���# � (��������%� �� �����% �#� ���� K �!��$ �� ��� !�� ��� �%#��+��
�� � �#����� ����� �� �+���)� � E] �� � ����) ���� ��� �(����& �#� %���� ���# @F]
��� ?F] ���K ��%$  �� �� !�%�! ����%# (��+���� ���� ��� ��� ���� �(����! ��! �����
* � ���!! *����� �#�� �#� ����% ��� ���(%& �#� %��4) ������� ���# DF] ���K ��%$
 �� �� !�%�! ����%#�� (������ � )��� �-��(!�� �� �����,�Q *������ � � ����) ����
��� K �!��$� ��(�%%��!$ �� ������) ���# �����) ��K ��%� �� !�%�! ����%#��& �#� *���
)��� �� �������� �#�� � !�%�! ����%#�� ��  ��� �� �� �����) ��K ��%� �� �#� �!)����#�
��� �� ���K ��%$ ��� !��� �#�� DF] ��� ��� ���� �#�� JF]&

�#� ��%��� )��! �� �#� �#���� ��� �� ���%��*� � ��� (��*!�� ���� )��(# �#���$�
����� �#� ���+�!��) ������� ���*!��& �!�#� )# �#� ��� (��*!�� �� ����!�� �� �#�
���+�!��) ��!����� ���*!��� �#�� �� ��$ �� ��!+� �� ���# �#� ��C+� �!)����#� ��
)�� ��! ����� ��� ���� �(����!& �#� ����� � %��� ��! ����� ��� �#� ���+�!��) �������
���*!�� ������%�� ������ �� �#� (�(�� ��� (��+���� *$ 0�(�� �!)����#�& �#� ������
*��%#���"� ��� %��*���� ���� �#��� ���! ������%�� ����  ���) �� ���� ��(� �� %�����
�� 0�(��� ��!)���� ��� ����%� ��� ��� ������%�� �� ����4�� %���� ���� ����	�& 	�
�!! ������ %���� �#� 0�(�� �!)����#� ��)��4%���!$ � �(������� �#� ��C+� �!)����#�
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��� ��!+��) �#� ���+�!��) ������� ���*!��&
�#� ��� !�� �� ��%����! ������������ ��(������� �#� %�����* ���� �� *���)��) �#�

)�( *������ �#������%�! %��( ��� �%���%� ��� ��� �((!�%����� �� (��%��%�& �!�� ��
*�����  �����������) ��� ����!��) �� ���! (��*!��� �� �#� �%����$� ��(�������� ��
�#� ��,#��� (��*!��� ���� )��(# �#���$ �� ��!! �� � %�����* ���� �� �#� �(����2�����
���#��� ��� ��!+��) �#��� #��� (��*!���&
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0� ��� (��.�! !��� ?FFE �� (���(!���"� ��"����"� .� ��' ��/ ��!��.�+�� �2 ���,
)���� + 0�(��� ��� (��.�! 2 +�!�"� 6�!'�� �� �(�2��� ������ + "������ *�� (��6�+�!
���!���'� .���� !���& ������ '���� �� '� *�!� ��"�' +.�/ (���+��� 2����� .��+�!��#
2������������ �����/�� DD� "� �� ��#�'�'� � �� �� � �����/��� 2��!'�+�� 0�(��&
0�� '� ��"����"� .� ��' ��(���� �� ����� ���! +�!�"� (�����)� /���� ��� �� 2�/�!
�(��.�+��� "�"� *� *�!�� /� *� !�#"� �+�' �*#�� (� ������# 2�����������# �(����2���!
�� ��" ��/��� �� (���*�� ��'���' ��6��# "���"�+ �� ��"� (��#����� ��"�' /���&
���*!�� ��� (������+�! ��� ��	 ����4�5��� � ��,�"���� L��)!& ���"����� +������
��� ��	� 7�+�8M&

� 2)���'�# BF. !���# ?F. ���!��'�� '� �+����'�"� ��������" 0��! ���)�� �22+�! ��"��,
��� ��2��"�+�!�� �" (����� ��' 2 ��������/��)� +���"� (�� /�� �!���/ (��*!�� OJIP;
�!����" 6�!� �*��"��� +��"� ����� � ��2���� �� "������ '� n ���� �����"� ��"���
�� �� ���� +����� + �+�'� ����� (�� ��� �� %��� (���+��' �2 ����� i + ����� j 2����
+��(��'& �(��.��'� '� ����' "����� �*#�� '� ��'%���'.�X ���*!�� ��)�+�"�)� �����"�
L��)!& ���"����� #����	�� ��� ��	� 7�#�8M '� �����!�� ��4����� �� (�!��� )��� 
G = (V,E)� "'�� '� V = {v1, v2, ..., vn} ���6�%� +�2!�./� E ���6�%� (�+�2�+ �� �
%���!�� � �"%�'� c(i, j)� "� (�+�2�+� (i, j) ∈ E (������ ��!�/��� %���&

��� !�#"� �*��+��+��� � �� "�� (��*!�� (��� ��%�'& ��' *� Pn ���6�%� +��#
(��� ��%�' �2 ���6�%� {1, 2, ..., n}& ����� '� (��*!�� ��)�+�"�)� (����"� (���"���
π = (π(1), π(2), ..., π(n)) + Pn� 2� "����� +�!'�� �� '� cπ(n)π(1) +

∑n−1
i=1 cπ(i)π(i+1)�

������!��&
��� '� ���� �2��� ��'(����*��'.�# (������+��"�+ +�/'� ���6�%� (��*!���+�

�����+��� "��*�������/�� �(����2�%�'�"� (��*!��� OADP& 0�� �(��� ��� + ��2���
��,��6"�# L��)!& 2��:���M (��*!���+ OEGP�  /��"�+���)� �!)������ 2� ��� ��
(�2����& �����/��'�� ��".�� �!)������ �*���'� /� �� ���� /� ��� ��2���� P �� NP
���"�& � (��"��/��)� +���"� �� (������ �� �� (�2���� �����/��)� �!)������ 2�
"�����"�!� ��� (����� 2 n +�2!�./�� "� �� �*��.� 2��/�!�� *�!'�� "�� �!)������� "�
�2��/ �� +��# (n− 1)! ��6��# �*#���+ ��� +��� �*#�� 2 ��'���'.� %���&

� (��"�� !�#"� 2� ��.�+��'� ��)� (��*!���  (���*��� � �� �� )�/�� (�����(&
��!�/��� ��� (������ 2 n +�2!�./� ��� !�#"� "�����"�!� �*#��� "� (���"� �"�2� +��
+�2!�./� n �� (������+!'� ��6�� ��.���+� "� '� 2)���'� ��'� L��)!& �����  ����M 2�
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��'��6'� ��6�� %���& �!)������� "� + (�!�����"�� /�� L��)!& ���
��	���� ��	�M
"����� ��� ��6�� ��.��+� � �� 2)���'� ��'� �� ���� '� #�+�����"� O@?�@@IP& ��/�!����
�� �!)������ �+���'� ��.��+�� +����� *��2 2�)���+�!� � "�"�+���� ��.��+� )!��� �� ��2!�"�
��� �'�#�+� %��� �� �(����!�� %���&

��2���� �+� +���� ���; �������/�� ��� �� ��������/�� ���& � �������/�� �*!�"��
2���� (�� ������ ���� OE@� E?� J@� JDP� '� ��2��!'� ��� +�2!�./��� i �� j ���"�
��2��!'� ��� +�2!�./��� j �� i& � (����� ��������/��)� ��� L����M O@G�@A�@I�?GP�
��".�� �������'� �� �*���'�& ��!�) ��)� �*���'� .� +���� ��2!�/��# +����%�' ���� "� ��
�(����� �� ��2��"��� + !������ �� ��� (������+!'��� + ��"����"� �������%�'� + ��)!�+' ?&
�(���' (�+2���� ��"����� �2��� �'�#&

�� (����� ��� L��)!& <�������� �#�M OABP� �2"�,)�!�� ��� L��)!& (��������,
�#�M OA@P� (��(!�.�� ��� L��)!& ����������� �#�M OAF�EEP� (��*!�� )!����"� L��)!&
B�������� ��� ��	M OJIP� "� '� 2��� � �� "�� (��*!�� �2) *!'���)� (����'�!%� L��)!&
*�������� #����	�� ��� ��	M OEAP� (��*!�� 2����'�+� L��)!& ��� �������� ��� �
��	M O?P� (��*!�� ������!�� !���������� L��)!& B���	�	 '�����
 ��� ��	M O@@P
2��� � �� "�� (��*!�� �����+!'�!%� L��)!& ����"��
 B�� ��� ��	M OA@P �!� (��*!��
(�� '�/�)� ��'���� L��)!& ���"����� &�����	�� ��� ��	M OD@P� (��*!�� ���2��/��#
(!�+�! L��)!& #���	�� +����� ��� ��	M ODJP� "� '� (��(!�.���+ (��*!��� �"!���./��)�
�+�)�!� L��)!& #���,�� <���� ��� ��	M O?DP� (��*!�� (�� '�/�)� � ����'� L��)!& ���"�
����� ������	��� ��� ��	M OG@P� (��*!�� !�"�%�'� �*'�"�� L��)!& J������
 '�������
��� ��	M OGFP& 	� "��/�� (��*!�� (�� '�/�)� �*��"�+�!%�� "� '� (����*�� �(�����
��2��"�+�� �� ��.�� + ��"����"� �������%�'� + ��)!�+' G� 2� �� (��*!�� �� (�2����
��*���)� +��� + !������ ��&

��+� "���"� + ��.�+��' ��� �� *�!� "!���/�� (��" ��& �� ������ �� �����+!'��� �2
�����/��# �� #�+�����/��# �!)������+& �����/�� ������� "�� �� (����" ��+���� L��)!&
������� ������M OB@P� +�'���+ �� (�+�2�+��'� L��)!&  ����� ���  ����M O?E� B@P� !�#"�
�(����!�� ��.�'� ��!���+�� ��'#�� (��*!��� L+ ��+������� �� +�!�"���� nM� ��� ��� "�
������� "�� �� ��2!�/�� +������� ���,0����)#�� �!)������ OA� GD� AI� EEP �� 
��%����
��#��"� OBTDP ��� ��'� ��!���+�� ��*�� ��2 !����� � �� 2� +�/'� (��*!���& ������2��
�!)������� 2����+��� �� (�6��.��# (���%�(�#� "�� ��� ��'*!�6'� ����� L��)!& �������
���� ���M OA@P �� +(��� ���+� L��)!& �������� ����M OAEP� �� (��+ ��"�  (���*!'�'� 2�
��.�+��'� ���&

�����/�� ������ 2� ��.�+��'� ��� ��2 !����'� 2 �"�(��������� ��/ ��"��� "��,
(!�"�������� ��"� �� �� + �2�)�* �*���'�/�� �!�*����� (����*�� ��+� ������& ��
������ +"!' / '�'� ��2!�/�� (���%�(� �(����2�%�'�"�# ��#��"� ����+�� ����������� �(,
����2�%�'�"� �!)������� (�( !�%�'�"� ����������� �(����2�%�'�"� �!)������� ��� �� )�&
��2!�/�� *��'� �� ����+�� �������� "� �� ��2+�'�'� + ����+� �� 2�����+� �� ���)�%���
�2+��� ��+��#�� 2� ��2��"�+��'� ��  ��+��'��'� ��+�# �������+ �� �!)������+ 2� ��.�,
+��'� ���� ��� �'�)�+�# +����%�'& ��"����� �� ��# ����� �� (������+!'��� + ��"����"�
�������%�'� + ��)!�+' ?& ��' '�# ��.��'��� ��"�'&

�+�! ��+�� ��/ ���'� L��)!& 0"���������
 <�	��������M OJJ�@FG�@?B�@B?P� )����,
�"� �!)������ L��)!& ������� ��������	�M OG?� GJ� DF� @F@� @FE� @@G� @??� @?A� @BF� @B@�
@BD� @BAP� ������/�� �!)������ L��)!& B�	���� ��������	�M OAF� IDTIE� @F?� @@FP� ���,
���� ���+�!' L��)!& ��� #
���	�M OBIP� ��� !����� �#!�'��'� L��)!& #�	������ ���
�������M OI?P� �� ��(��!�� ����4��� ������,� �������	� L��)!& ������� ������� �����
����	�M OBGP� OBEP� OBDP� OBAP& �!���'� (������+!'�'� +���� #�*�����# )�����"�# �!)����,
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��+ �� �� ��2��"���� (����*�� �(����� ��� ������������� + ��"����"� �������%�'� +
��)!�+' B&

&�� �
��	
� �	
�����	��

��"����"� �������%�'� (� ���+�!��" � (��(��+� �� 2�)�+�� ��"����"� �������%�'� ��
5��+��2� �� �������"��� +��* '� ���!���'� (�)!�+'�;

• \�#+�!�

• ��+2���"

• 0�2�!� +��*���

• ��)!�+'� @ , 5+��

• ��)!�+'� ? , �2��'�

A ?&@ ���*!�� ��)�+�"�)� �����"�
A ?&? �(����2�%�'�"� �!)������

• ��)!�+'� B , 
�(!'��� ������"� �!)������

• ��)!�+'� G , ���*!�� ��� '�/�)� �*��"�+�!%�

• \�"!' /�"

• ������� ��

• 0�2�!�

• 	2'�+�

� (�)!�+' !���4� ��� (������+�!� ����+�� (�'�� ��)�+�"�)� (����"� �� �(��,
��2�%�'�"�# �!)������+� � (���/'� "�����# �� !�#"� ����!'�'� (�)!�+'� �������%�'�
(����!� ��2 �!'�+� � �� .��.�� "��) *��!%�+& �������!� (�)!�+'� �� �����'��� (���,
���+��+� ����6���# %�!'�+ �������%�'�& ��)!�+'� �� ��2��!'��� �� +�/ (��(�)!�+�'&

� ��"����"� �������%�'� ��� �*��!��� �+� ���� �2 �������/��)� ��/ ��!��.�+�& �(,
����2�%�'�"� #�+�����/�� ������ �����+��� %�(!'��� )�����"� �!)������ L���M ��
"��*�������/�� �(����2�%�'�"� (��*!��� �����+�� (��*!�� (�� '�/�)� �*��"�+�!%�
L���M& 
�!'� ��"����"� �������%�'� ��� ���!���'�;

����!��� ������-� ���������� 
�!' '� (�"�2��� "�"�+��� ��*!'���# ��.���+ �� #������
�2+�'��'� %�(!'���)� )�����"�)� �!)������� "���� ��  (���*!'� 2� (��*!��� �������,
/��# ���,'�+� "� �� �� +�!'� �� �+���+��� �(!�� � + �*!�"� �(!�.�� (��2����# �%��'�+�!,
��# (������+ L��)!&  ����	��,�M� "�� � �� ��'���"�# (������+� �����!�# 2� (��*!��
(�� '�/�)� �*��"�+�!%�&

0��#��� ����!�"��� �#��-�&����� 
�!' '� �(����� �� ��4������ (��*!�� �2 ���!��)�
6�+!'��'��  ��+����� ���!�� (������ 2� ����� + �"�!�%� �� ��.��� (������ (��*!���+
2  (���*� ��+� ������ ��� 2����# ������ "� *��� �" (�' (��"�2��� + ��"����"�
�������%�'�& ��2��"�+�!�� %�!' �������%�'� '� ��"�2�+��'� �(���' ��+�����# 
�(���2 @
�� ?&
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>�����4� )� ������ 2� ��.�+��'� ���� �����+!'��� �2 �+�# ����+����# ������
)�����"�)� �!)������ �� ?,�(� #�+�����"�� 2�� 6 '� "�"�+���� �*�# ����� �� ��".��
��/��� �� ' 2����� (��"�.�� )!��� �� "�"�+��� ��.��+�&

>�����4� +� �!��� �� "�"�+��� ��.��+� (���*�� ������ 2� ��.�+��'� (��*!���
(�� '�/�)� �*��"�+�!%�� (��"�.� �(!�.�� �!)������ 2� ��.�+��'� (��*!��� ��)�+�"�)�
(����"�� "� '�#  (���*��� 2� ��.�+��'� (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%�&

&�� ��)	
*���

&�"�� �������	 �������	 ��
��	��	

������/�� %�(!'��'� '� (����(�"� "� '� �"�+� (�+� ����!��� (����'��� �� �"�+�
�� )� ����!���& 
�(!'��'� !�#"� 2���'.� /�� %+����'� �� �"��'.� /�� ��'�"�)� (��,
)����& ��"�!�� ��"�!�% '� ��2.�����+ "��+��%����!��)� )�����"�)� �!)������� ��' ��
�*���'� (����*� (�  (���*� "��(����� )�����"�)� �!)������& �� ���)�/� �(��,
��2�%�'� (�����2��# )�����+� �2+�� �+�! %�'�"�)� (��%���& � ��.�� �!)����� (�
�2+����� ��"��*���%�'� L+����%� E + �!)����� JM� �� !�"�!�� ��"�!�%  (���*!'� 2� �(,
����2�%�'� +��"�)� )����� (����%�+ L+����%� I + �!)����� JM& \�����  (���*�
����'��� 2 ���'� �(����2�%�'�"� ������� )�����"� �!)������ �� +�/ /���� 2��� )�+�,
���� � %�(!'���� )�����"�� �!)����� OBGP� OBEP& ����'��� �*!�"� �(����2�%�'� ��
�2+�'� !�"�!�� ��� �(�����'� )���� � (���/'� #�+�����/��)� �(�����'��'� ��.��+�& ?,
�(� !�"�!�� ��"�!�% ?&?&B '� !�"�!�� �(����2�%�'�"� ������ 2� ���� "� '� *�!� +%�(!'���
+ ���������� )�����"� �!)������ L+����%� I + �!)����� JM& �� !�"�!�� �(����2�%�'�"�
������� �2+�'� ?,�(� #�+�����"�� "� �2���' '� (�+�2�+� )���� 2 ������� 2���'.��'�
��!6��� �*#���& �����(�" �2���'�+� '� �����+!'�� �2 �������'�+��'� �+�# (�+�2�+
�2 ���� ���)� �*#��� �� (���+��)� (�+�2�+��'� �� ��'*�!'.� ��6�� ��/��� (�)!�'
��) �� B&@&

� �(��+!'���� (��" � ��� �������!� +(!�+ %�(!'��'� �!)������ !�"�!��)� ��"�!%� 2
)�����"�� �!)������� 2� ��.�+��'� (��*!��� ��)�+�"�)� (����"�& \� ��������'� ��.�
������)�'� �� (�����'�+� !� �� 2 ����!��� ��.��+���� ���  (���*�!� (������ �������/��)�
(��*!��� ��)�+�"�)� (����"�� "� �� �� +�!'� �� �(!�� � + "�'�6��%� ����	� O@@JP&
5(���*!�!� ��� ?F (������+� 2 ��2!�/�� "��(!�"�����'� �� �*��)�� �� @G �� @DF
����� ��*�!� B&@& ������'�!� ��� ��.� ������ L
�(!'��� ������"� �!)������M� "�����
(������+��"� ��� �!)������ �����% �� ����(%� � .������ �� )��� ��������& \�
2)���'� ��'� "�"�+���� ��.��+� ���  (���*�!� (�6��.�� #�+�����"� L��)!& �����

:�������� ?&?&?M� 2� �(���'� ��'� ���  (���*�!� )!�*�!�� ����� �� (����*!'�� �

��%���� ?&?&D& ���� ��� (�����'�!� ��.� %�(!'��� ������ 2 ?,�(� �� )�����"��
�!)�������&

��2 !���� �"�(�������� �� (������+!'��� + ��*�!� B&@& 7���� ���!(�% + ��*�!� (���,
���+!'� ��.��+� ��.�)� %�(!'���)� �!)������� "� '� *�! (��)������� � (���/'� "��6��'�
(�+�2�+ L��)!& ���� 	�� ������"�� ?&?&GM� "�� �(������ 2� ��"��*���%�'� L�����%M&
� �������'���# �� �+�'��� �*��+��+���# (������+ '� *�!� ��'���� �(����!�� ��.���+�



�'���'�+�% �& ������� ������% �!)����#� ��� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
���������	 
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����� ������	 
� �����
������ ������� �������� ��� ���
�
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� �����
�
����� ���� DD

(������!� ���'� (������ �����(�'� �� �(����!�� ��.��+� 2� F�F@� F�@F �� F�?? ������"�&
��.��+� �� *�!� ��'���� #����� (���*�!� ��� ��� F�A �� @D�? ��" �� ��� + ��!���+��
��'#��� .��+�! )�����%�'& ����� ���!(�% + ��*�!� B&@� (��(��� ��.�� %�(!'���� 
)�����"�� �!)����� � "� +��* '� "��6��'� �#���'��'� ��2��!'� L��)!& �������� ����
���"��� ������"�� ?&?&GM� "�� �(������ 2� ��"��*���%�'� L����(%M& � ���'���# ��
�+�'��� �*��+��+���# (������+ '� *�!� ��'���� �(����!�� ��.���+� + (������!�# ��+���#
(������# �� �����(��'� �� �(����!�� ��.��+� �� F�@B �� F�B? ������"�& � (�����'�+�
2 �����%� ��� /�� �2+�'��'� �� .��+�!� )�����%�' ����(% ��"�!�"� ���'.�� (���*�'
+ ��6'�� (����! ��*�!�� "� (������+!'� "��(!�"���'.� (������&

0+��������+�� ��2 !���� �� ������# (������# �2 ����	� "�6�'�� �� ����� %�(!'���
�!)������� �����% �� ����(% (��������& 0!' * .��+�!��� (����"!'�+����� �' ��#
"��(������ �� �' �� "��*���%�'� %�(!'��'� 2�!� ��*�� �*����'�& ��2 !���� (������+
�2 ����	� "�6�'�� �� ����'��� ������ %�(!'��'� 2�� 6 '� ��*�� !�������� �2 �*�#
 (���*!'���# ����� �� �*/ ��� (��"�.� +��"� �2��� �'�' &

&�"�� ������� ������
�
� .�	������
�

�*��"�+�!%� �� (���(�!� + #���! + ��"�� ��+�� ���� 2 6�!'�� �� �*�./�'� +��
2�����+���� ����� �����"� ��"��� �� �� (� �)!�� +���'� + #���!& �� �)!�� ����� ��
��(��+�'� (�. , (�  !�%�#� �(��#�'�!��# 2���# �� (���# 2� (�.%�& 
�!' '� �"��'.��� (��
�*��"�+�!%�&

���*!�� (�� '�/�)� �*��"�+�!%� '� �2(�!'�� �2 ��� ��	� ����"�,��� �����,� � (��
/���� +�!'� (��+�!�� �� �*��"�+�!�% �2*��� ���� ��� (����� "� '�# '� ��6�� (��#�����&
�� (������ �� �� �+"!���"� ��2��!'� ODD� @@FP� "�� '�# (�2���� + �+"!���"�� ����
+ ��.�� (����� ��(�/��& �*��"�+�!%�  (���*!'�'� �(��#�'�!�� (��� �� �*��/'� 2�
(�.%�� "� �� ��2!�/�� ��!)�& �� ���'��+� ��!�/�'� ��6� (�+�2�+� "� (�+�2 '�'� +�2!�./�
+ )��� &

��4��%�'� ��� '� �!���/�; 	���� )��� G = (V,E, c)� "'�� '� ���6�%� +�2!�./
V = S ∪ X �� S ∩ X = ∅� "'�� ��� S 2�����+���� ����� �� X "��6�./�� E ���6�%�
(�+�2�+ ��� c %��� (���+��'�& 
�!' '� (���"��� ��'"��'.� 2�(�� �(��#�� L��)!& ������
���,� (�)!�+'� ?&@&@M �"�2� +�� +�2!�./� S L)!��� �� cM + )��� G� (�� /���� �� !�#"�
�(��#����� �"�2� X&

��+� (���!�)��� ������ 2� ��.�+��'� (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%� '� ���+��
�!)������ L��)!& 2�3"� ��������	M� (��"�2�� + �!)����� @F& � (�+� +����%� (��+,
��"���� !�#"� ��2*����� ���!���'� (��������; S (��(��� 2�����+�� !�"�%�'�� +
���� � X (��(��� "��6�./��� E (��(��� ���6�%� (�+�2�+� W (� (������+!'� �����"�
(�+�2�+ )���� G� (S∪X)×(S∪X)& � (�+�� "���" �!)������ '� (��*!�� (�� '�/�)�
�*��"�+�!%� ��.�� "�� (����� (��*!��� ��)�+�"�)� (����"�& � ���!���'�� "���" � �2
�����"� (�+�2�+ W �2��!��� �����"� (�+�2�+ Z �����2�' (S × S)� "� (������+!'�
��.���+ (��*!��� ��'"��'.�# (��� +��# (���+ L��)!& ��������� #������� ����� ��� ��	
7��#�8� (�)!�+'� ?&@&DM& � 2��"� L�� +����%� A �� IM '� (��"�2��� ��.���+ 2� ���&
�� )� (���!�)��� ������ 2� ��.�+��'� (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%� '� �!)������
0�(�� L��)!& 1���� ��������	M� (��"�2�� + �!)����� @@& ��+� +����%� (��+��"���
+��* '� ���"� (�������� "�� ���+�� �!)������& � (�+�� "���" (��./��� ��'"��'.�
(��� ��� +���� (��� +�2!�./ ���6�%� S + )��� G& �#���� �����"� ��2��!' �2��/��� 2



�'���'�+�% �& ������� ������% �!)����#� ��� �#� ���+�!��) ������� ���*!��
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����� ���� DA

W �� �2#���� �����"� ��2��!' 2 Z& � ���!���'�� "���" � ��.��� (��*!�� ��)�+�"�)�
(����"� 2� �����"� ��2��!' Z& ��!�) ��)� ��� ��*�!� T � "� '� ��.���+ 2� (��*!��
(�� '�/�)� �*��"�+�!%�&

\� ��������'� ��.� ������)�'� ���  (���*�!� (������ (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�,
+�!%�� "� ��� '�# �2��!�!� �2  �����# � �����/��# 2��!'�+���+ 2� ����� 0�(��� ���)���
�� �����"�& � (����� ���)���� ��� �2��!�!� �+� (������� "� �� ��2!�" '��� (� +�,
!�"���� (��*!���� �2����� (� .��+�! +�2!�./ + )��� & 	2 '�+�� �����(�� "�'�6��%��
����	�� ��� �� �2*��!�� �(������!� �� �������!� �+� (������ (��*!��� �������/��)�
��)�+�"�)� (����"�& 	2+��!� ��� (��" �� 2� D (������+� 2 ��2!�/���� +�!�"������ "� ��
�� @?F �� @FF? +�2!�./ 2� (�����2�� (�����&

\� ��.�+��'� (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%� ��� (�����'�!� �+� ������& ��+�
������ '� )��� ����'��� ���+�� �!)������� (��"�2�� + �!)����� @F& �� )� ������
'� �!)������ 0�(��� (��"�2�� + �!)����� @@& \� ��.�+��'� ���� "� '� ���� �2���
"���"�+ (�� �*��� �!)��������� ���  (���*�!� �!)������ 
��%����� "� '� (������,
+!'�� + (�)!�+' ?&?&D& \� ��.�+��'� (��*!��� ��'"��'.� (��� +��# (���+ ���  (���*�!�
(��!�)�'��� �!�$�,8���#�!!�+ �!)������� "� '� *�! (������+!'�� + (�)!�+' G&?&?&

��2 !���� (��" �� �� (������+!'��� + ��*�!� G&@& ���� ���!(�% ��*�!� G&@� (���,
���+!'� ��!6��� �(��#��� L%��� ��.��+�� "� ��� '� ��*�!� (�� (��" � M& ���!(�% ��
���� '� %��� �(��#��� L��)!& ���� ����M �� + +��# .����# (������# �� ��'"��'.� �(��,
#��� (����*!'��� 2 �!)������� 0�(��& \���'� ���!(�% + ��*�!� G&@� (������+!'� ��2!�"�
���  (���*!'����� ��������� (��"�2��� + ������"�#& ��+� ������� ���+�� �!)�������
�� '� ����2�! +�!�"� �!�*.� �� �!)������ 0�(��& 0�"�+��� ��.���+ +����� + �����+�! 
�� A�D? ������"�� + (����� ��!)����@AB� �� BDG�GA ������"�� + (����� (�@FF?&

����� ��)� ��2��"�+��'� '� *�! �(�� �� ��.���+ ��+�)� (��*!��� + �����'� )����+�
�����+���)� (��*!�� (�� '�/�)� �*��"�+�!%�& ^�(��+ '� ��+ (��*!�� (���*�� ��,
*�� 2����� (��*!�� ��)�+�"�)� (����"�� "� )� (��" .��� ��.��� 2 ���+��� �!,
)�������� �� ��2 !���� ��!�/ �� �(����!��#& � +��# ���������# (������# (��*!���
(�� '�/�)� �*��"�+�!%�� �!)������ 0�(�� �*/ ��� (��"�.� ���+�� �!)������&

&�% +��������	��

�!�+�� ����'� 2� �(�� �� ��4��%�'� (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%� '� �����'� )����+&
\� ���!����/�� (������+���+ +�2!�./ ��.�)� )����� "�� � �� (�+�2�+ ��� %�� '�  (���*!'��
)��)����"� �������%�'�"� ������ =���)!� ����#=� /�)�� (����"�+� *�2� ���  (���*�!�
2� (����*���+ ������# 2������������ "��6�./ �� �(��#�'�!��# (���& �����*�� +!�)�
2� ��"�2�+��'� #�(���2� @ ��� (!������� 2� ��2��"�+��'� )�����"�# �!)������+ =��
��� �!�2��= O@DP� �(!�"�%�'� ��(����� + (��)����"�� '�2�" 1�+�&

\� ��"�2�+��'� #�(���2� ? ���  (���*�!� ��  ����2�� ���)����!� �!�$�,8���#�!!,
�+ �!)������ O?IP� 2� ��"��'� ��'"��'.�# (��� ��� +���� (��� +�2!�./ )���� G =
(V,E, c)& 5(���*�!� ��� � �� 2���� �(����2�%�'�"� ������ 2� ��.�+��'� �������/��)�
�� ��������/��)� (��*!��� ��)�+�"�)� (����"�� (����",��+���� O@@@� @@BP� �� /�)��
����+� ����!'�'� ������ 
��%���� OBTDP �� #�+�����/�� ������ ���,0����)#�� �!)�,
����� OA�GD�AI�EEP& �*� �(!�"�%�'� ��� (����� + (��)����"�� '�2�" ����
& ��!�) ��)�
2� ��"�2�+��'� #�(���2� ? ���  (���*�!� 2���'� �2 ��������/��# ����!�+ 2����# "��
(��*!�� !�������)� (��)�������'� L��)!& ������ ������		��� ��� ��	�M O?B�@?IP� "��
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� �� ���(!�"� ������ L��)!& ��	���$ 	������M OB@P&

&�& ,�$�	
�
 * )
�
�
�	

��(����� " 2������� (������+!'�'� ���!���'� ��2 !����;

• 	2��!�+� %�(!'���)� )�����"�)� �!)������ 2� ��.�+��'� (��*!��� ��)�+�"�)� (��,
��"�&

• ��������+� �� (��*!�� ��)�+�"�)� (����"� !�#"�  �(�.�� ��.��� 2  (���*�
%�(!'���)� )�����"�)� �!)������&

• 	2��!�+� (���*�� ������ 2� ��.�+��'� (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%�&

• 	2��!�+� ���!��# (������+ (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%� 2� ����� 0�(���
���)��� �� �����"�&

• ��������+ �� +��" (����� (��*!��� (�� '�/�)� �*��"�+�!%�� "� '� ��.�� 2 (���,
*�� ������� (������+!'� 2�!� 2���+�!'�+� ��.���+&

��2 !���� ��"����"� �������%�'� (������+!'�'� ��(����� " (����./��' ��2!�"� ���
�������/��� ��/ ��!��.�+�� �� �'�)�+�  (���*� + (��"��; *�!'.�� ��2 ��+��' ��
����!����' ���!��# (��*!���+ �2 )��(������+�� (������+!'���# "�� ��,��6"� (��*!���
+ �����'� )����+� "�� � �� ��(����� �(����2�%�'�"�� ������� 2� ��.�+��'� ����'���#
(��*!���+&

��' ������� .�� �� �� ��2 !���� �������%�'� �*'�+!'��� + ���!���'�# 2�����+���#
/!��"�#;

• �& �'���'�+�%� 	�R ��%� �� �������) � 
$*��� ����%#�� 	��� �#� �+�! ������$
�!)����#�� ����������� �� ��� >?�� ������������� 0��������������� ��� <�	�����
#������ <���������� ��������� #��"���� L?FFIM� @@DT@@I&

• �& �'���'�+�%� ��� �& � *�� ��� �& �'���'�+�%� 	�(�%� �� �������) � ?,�(�
�!)����#� ����� ��%�! ����%#�� 	��� �#� ������% �!)����#�� ����������� ��
��� @�� *#0�# ������������� ���������� �� ������� �����	����� ��� ��		��
���������� ��< %AA@� B������ &����� L?FFJM� GIDTGJF&

• �& �'���'�+�%� ��� �& ������"� H ��������+� ���!$��� �� ��(����� ��� 
��,
*���� ���������%� �� ��%�! ����%#�� ��� ������% �!)����#�� (��, �� � ������
�� ������������� <��������� �� !��������� &�������� !& %A>>� =������ #�������
���� L?F@@M� @BF&

• �& �'���'�+�%� ��� �& ������"� H ��������+� ���!$��� �� ��(����� ��� 
��,
*���� ���������%� �� ��%�! ����%#�� ��� ������% �!)����#�� ����������� ��
��� CC�� ������������� <��������� �� �����	����� ���������
 ����������� ���
%A>>� �� ��"��,� <������ L?F@@M� D@DTD?F&
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